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1 Nombres réels

1.1 Partie entiére d’une fraction (mpsi/pcsi)

Soit € R* et n € N*. Montrer que {MJ = |z|.
n

Eléments de solution: On a successivement

] <z < |z]+1

A

—
—
S
8
—
| S
|
—
8
—

Une autre fagon de comprendre ce résultat c’est en représentant tous les nombres en question en base
n. La multiplication (resp. division) par n revient a déplacer la virgule d’une place & droite (resp. a
gauche), et prendre la partie entiere revient a effacer la partie apres la virgule. Supposons que ’écriture
de x en base n est
T CpCp—1-°--Co , C_1C_2 """
n n

alors les représentations en base n de nx,|nx| , J sont successivement:

nT: CpCp—1-+-CpC—1 , C_2"""
|nx] : CpCp—1 - €OC—1
[nz]
T : CpCp—1-"+Co , C-1
et (|
nr
\‘ n J : CpCp—1---Co

d’out le résultat voulu.

1.2 Une somme de parties entiéres (mpsi/pcsi)

Soit z € Rt et n € N*. Montrer que

n—1

> {x—&- SJ = |nz).

k=0

Indication: considérer la division euclidienne de |nz| par n.

Eléments de solution: Posons |nz| = gn+r, avec 0 < r < n. On sait que ¢ = LLTJ J7 donc d’apres

Pexercice 1.1, ¢ = |x], et on a

lnx] =n|z] +r avec 0<r<n
k
Chacun des termes {a: + J est égal soit & |x] soit & |z] + 1. Supposons que pour les a derniéres valeurs
n

k k
de k, Lx + J = |z] + 1, et pour les n — a restantes {x + J = |z]. On devra alors avoir
n n

> |o+ 2| = (- alal + alle] + ) =nla] + .
k=0



11 suffit alors de montrer que a = r, c.a.d montrer :

k
si 0<k<mn—r alors {x—i—J:LxJ
n

et
k
si n—r<k<mn alors {m—&-nJ:LxJ—i—l

cas 1: Supponsons 0 < k < n —r. Alors

{x+kJ _ VHkJ _ WH@J _ {anJJrkJ . VLxﬁw(nrnJ . UIJHH .

n n n n n

cas 2: Supponsons n —r < k < n. Alors

P+2J _ VH/@J _ WMJJ _ WHkJ N Vtxﬁm(n—r)J o] 41

n n n n

1.3 Densité de 'image des entiers par une fonction — 1(mpsi/pcsi)

Soit f : R — R une fonction strictement croissante telle que

lim f(z) =+o0 et lim f(z+1)— f(z)=0.

r—+400 r—+00

Montrer que {f(n) — | f(n)],n € N} est dense dans [0, 1].

Eléments de solution: Soit € > 0, et ng € N tel que Vz > ng, f(z + 1) — f(z) < e. Comme
lim, o f(2) = +00, on peut alors trouver un premier ny > ng tel que f(n1) > f(ng) + 1. La suite
(f(E))ng<k<n, est une suite strictement croissante d’élément de [f(no), f(no) + 1] telle que la distance
entre deux termes successifs et < e. La suite des parties décimales (f(k) — | f(k)]) est alors une suite de
[0,1], et tout élément de [0,1] est & une distance au plus € d’un élément de cette suite. Comme € peut
étre choisi arbitrairement petit, on a la densité.

1.4 Densité de 'image des entiers par une fonction — 2 (mpsi/pcsi)

Montrer que A := {cos(lnn),n € N*} est dense dans [—1, 1].

Eléments de solution: Soit a € [—1,1] et € > 0. Soit ng € N tel que Vn > ng,In(n + 1) — In(n) < ¢,
et soit z > Inng tel que cosx = a. Comme lim,,_, ;- In(n) = 400, on peut alors trouver p > ng tel que
Inp<zetln(p+1) >z On aalors cos(Inp) € A et

la — cos(lnp)| = |cosx — cos(Inp)| < |z —Inp| < |In(p+1) —lnp| <e

Comme € peut étre choisi arbitrairement petit, on a la densité.

1.5 Densité d’un ensemble de réels -1 (mpsi/pcsi)

Soit A = {y/m — \/n, (m,n) € N*}. Montrer que A est dense dans R.

Eléments de solution: Soit a € Rt et € > 0. Montrons qu’il existe z € A tel que |z — a| < e. Soit
m € N* tel que vV +1—+v/m <e et peNtel que p(vVm+1—ym) <aet(p+1)(vVm+1—ym)>a.
On a alors d(a, p(vm + 1 — /m)) < ¢, et p(v/m + 1 — /m) = /p2(m + 1) — \/p>m € A. On a alors la

densité dans RT. La densité dans R~se montre de facon pareille.




1.6 Densité d’un ensemble de réels -2 (mpsi/pcsi)

Soit A C R non borné, et soit
a
B:{f,aeAetneN*}.
n

Montrer que B est dense dans RT.

Eléments de solution: Soit o € Rt et € > 0. Montrons qu’il existe a € 4 et n € N* tels que
a

a < — < a+e quiest équivalent & na < a < na+mne (x). Or pour n plus grand qu'un certain no,
n

na+mne > (n+1)a, donc la réunion |J,, ., [na, na +nel est un intervalle de R de la forme [I, +-00[. Or A
n’est pas majoré, donc contient un élément a de cet intervalle, et a appartient alors a 'un des intervalles
[na, na 4+ nel pour un certain n. Les nombres a et n ainsi trouvés vérifient alors la condition (x).

2 Nombres complexes

2.1 Un calcul a connaitre - Une somme de sinus (mpsi/pcsi)

Soit n € N* et x € R. Calculer Zsin kzx.
k=1

Eléments de solution: Si x € 7Z, alors la somme est clairement nulle. Soit © € R\ 7Z. On rappelle
que pour tout a,b € R,
e 4 e = 2cos (a;b> éiaTb,

et

) ) ) b bt b )
1— e =t 4 0t = 9¢0g (W;— ) 55 = _9igin (2> e's

i sinkx = Im (i eik$>
k=1 k=1

1— ei(n+1)m
~ m ()
1—ew

C(nt+1)z
~2isin (50 ) e

= Im —
—2i sin (%) e'z
sin (7("21):”) €S
= Im —
sin (%)
. . . (n+l)z
_ sin B.osin g
sin 5
Solution sur YouTube: Cliquez ici
2.2 Un produit de sinus (mpsi/pcsi)
Soit n un entier naturel > 2. Calculer le produit
n—1 kn
eSS sin —.
n
k=1



https://www.youtube.com/watch?v=YoBrxM0WEVA

Eléments de solution:

n—1 n—1 ikn _dikw
km en —e n
RGN |
21
k=1 k=1
n—1
1 ikm _ 2ikrw
= @)1 Ilen 1—e " n
-
k=1

Solution sur YouTube: Cliquez ici

2.3 Homographies préservant le cercle unité (mpsi/pcsi)

az+b
Une homographie est une fonction complexe définie par f(z) = jr_ 7 ou a,b,c et d sont des
cz

constantes fixées. Soit f une homographie définie comme ci-dessus et vérifiant f(U) = U.

1. Montrer que |a|? + [b|? = |c|? + |d|?, et ab = cd.

2. Montrer qu'on a |a| = || et |b| = |d|, ou |a] = |d| et |b] = ||, puis montrer que le cas |a| = ||
et |b| = |d| est impossible.
ia@Z+b

3. Montrer qu’il existe a € R tel que f: z — e'*= —.
bz +a

Eléments de solution:
1. Soit z € U quelconque. Comme |f(z)| = 1, alors |az + b|?> = |ez + d|*. Or
laz +b|* = (az + b)(az + b) = |a|* + |b]* + 2Re(abz)
et

lcz + d|* = (cz + d)(¢Z + d) = |c|* + |d|* + 2Re(cd?)
L’égalité de ces deux expressions donne
la|® + |b]* — |¢[* = |d|* = —2Re ((ab — cd)2) .

L’expression de gauche étant indépendante de z, il en est alors de méme pour celle de droite, et on
a alors ab — cd = 0, donc aussi |a]? 4 |b]? — |c|? — |d|? = 0. D’ott le résultat voulu.

2. D’apres la question précédente, |a|? + |b]? = |c|? + |d|?, et 2|al.|b| = 2|¢|.|d|, donc
(lal +[81)* = (el +1d))* et (la| = [b)* = (|| - |d])*.
Il en suit qu’on est dans I'un des cas suivants:

la| + [o] = [e| +|d] et [a] = o] = |e| —[d],

ou

la| + o] = e[+ |d] et |a] o] = |d] — |c|.
La résolution de ces deux systémes séparément donne |a| = |c| et |b] = |d| pour le premier cas, et
la| = |d| et |b] = |c| pour le second. Si |a| = |c|, on ecrit alors a = e'“c pour un certain a € R, et

I’équation ab = cd donne b = e'“d. Mais alors f est constante, donc non surjective sur U.


https://www.youtube.com/watch?v=tQTfdhE7gr4

3. Soit a € R tel que e~%@g = d. Ce nombre « existe car |a| = |d|. Comme ab = cd, alors on a aussi
c = e ', Il vient alors pour tout z,

az+b az+b ia 0%+ b
= =e

1) = cz+d  e"ibzte-iog bz4a




3 Théoremes de Rolle, acroissements finis

3.1 La dérivée d’un polyndéme scindé sur R (mpsi/pcsi)

Montrer que la dérivée d’un polynome réel scindé sur R est encore un polynéme scindé sur R.

Solution sur YouTube: Cliquez ici

3.2 Une autre application du théoréme de Rolle (mpsi/pcsi)

Soit f : [a,b] — R une fonction dérivable telle que f(a) = f(b) = 0. Montrer que pour tout A € R,
il existe ¢ €]a, b[ tel que

Solution sur YouTube: Cliquez ici


https://www.youtube.com/watch?v=RS6JgYm20D0
https://www.youtube.com/watch?v=btjEnILSJ5s

4 Polynomes

4.1 Polynémes de Hilbert (mpsi/pcsi)

On pose Hy =1 et, pour n € N*| " X(X-1)--(X—n+1)

n — .

n!
1. Montrer que pour tout n € N, on a H,(Z) C Z. En déduire que le produit de n entiers consécutifs dans
Z est divisible par n!.

2. Soit P € R[X] avec deg(P) < n. Montrer qu’il y a une équivalence entre:
(a) P(Z)C Z
(b) P(k) € Z pour tout k =0,1,--- ,n

(c) il existe (A, -+, An) € Z"T1 tel que P = > A\ Hy
k=0

Solution sur YouTube: Cliquez ici

4.2 Polynémes de Legendre — 1 (mpsi/pcsi)

Soit pour tout n € N,
(n)

L) = (2 = 1)

1. Déterminer le degré et le coefficient dominant de L.

2. Montrer que L,, admet n racines réelles distinctes, et qu’elles sont toutes dans | — 1, 1].

Solution sur YouTube: Cliquez ici

4.3 Polynémes de Legendre — 2(mpsi/pcsi)

Soit pour tout n € N,
(n)
L,(X):= <(X2 — 1)") )
1. Déterminer le degré et le coefficient dominant de L.

2. Montrer que la famille (L, ),en est une famille orthogonale pour le produit scalaire < | >
défini par

< PlQ>= /1 PH)Q(1)dt.

3. Montrer que L,, admet n racines réelles distinctes, et qu’elles sont toutes dans | — 1, 1].

Solution sur YouTube: Cliquez ici
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https://www.youtube.com/watch?v=XbPfs0iedJw&t=867s
https://www.youtube.com/watch?v=i7ANpR7IMIk&list=PLRjT-F0FNUJEL0wK9WL4RoDcBg8ZumBz6&index=1
https://www.youtube.com/watch?v=i7ANpR7IMIk&list=PLRjT-F0FNUJEL0wK9WL4RoDcBg8ZumBz6&index=1

4.4 Polynémes de Tchebychev — 1(mpsi/pcsi)

Les polynomes de Tchebychev de premiére et seconde espece sont les polynémes (7, )nen et
(Un)nen~, définis respectivement par:

cos nf = T,,(cos 0) et sin nf = sinf . Uy (cos §)

1. Montrer que les T;, et U, existent, sont uniques, et sont donnés respectivement par

|25
Tp(z) = (—1)k<;€)xn_2k(l—x2)k et Un(z)= > (—1)%(%”+ 1>x"_2k_1(1—x2)k

k=0

sin(n arccos x)

2. Montrer que Vz € [—1,1], T,,(z) = cos(narccosz) et Vo €] — 1,1[, Uy, () =
V1—2a?
3. Montrer que T, = nU,

4. Montrer que pour tout n € N* T,,.1(z) + Th—1(x) = 22T,(z). En déduire les degrés et
coefficients dominants de T,, et U,.

5. Montrer que Vn € N*, T;, a n racines réelles distinctes, toutes dans I'intervalle | —1, 1[. Calculer
ces racines, et en déduire une factorisation de T,,.

6. Trouver les extréma de T, sur [—1, 1], et les points ou ils sont atteints.

7. Monter que si @ est un polynéme de degré n > 1 et de coefficient dominant 2"~!, alors
[1Qllcc =1 =||Th||oo, la norme ||.||co étant calculée sur [—1,1].

Eléments de solution:
1. Pour tout 8 € R et tout n € N* on a

cosnf +isinnd = (e'?)"

= (cosf+isinf)"

n

- (Z) (cos 0)" P (i sin 0)P

p=0

13, =),
_ g\n—2k (o N2k n—2k—1(; . o\2k+1
= > (2k> (cos )" 2% (i sin0)** + kZ:O (% N 1) (cosB) (i sin @)

3 L]

= Z(—l)k (2k> (cos )" 2*(sin 0)2* + i sin @ ’; (_1)k(2k+ 1) (cos 0)"~ 2+~ 1(sin §)%*

= 0(—1)’f (;) (cos 0)"~2F(1 — cos® 0)*

| 27*]

- k n n—2k—1 2 p\k
+isind ,;) (-1) <2k+1)(cost9) (1 —cos® )

= T,(cos)+isind.U,(cosb)
d’out le résultat annoncé.
2. Soit « € [-1,1] et § = arccosx. Alors
T, (z) = T,,(cos0) = cosnf = cos(narccos ).
Sien plus x €] — 1,1[, alors sinf # 0 et on a

sinnf  sin(narccos )
Unle) = Unleost) = 05 = = e

11



3. Pour tout 8 € R,

—sinf. T/ (cos ) = (T,,(cosh)) = (cosnf) = —nsinnd = —nsinf. U, (cos 0)

Les fonctions polynomiales T, et nU, coincident sur un ensemble infini, en 'occurence ’ensemble
des cosf,0 € R\ 7Z, donc ces deux polynémes sont égaux.

4. On va utiliser I'identité

Ptaq p—4q

cosp + cosq = 2cos cos —

Soit # € R. Alors
Thi1(cos@) + Tp_1(cosf) = cos(n+1)0+ cos(n—1)0

= 2cosnfcosb
= 2cosf.T,(cosb)

Les fonctions polynomiales & +— T, 11(z) + Tp—1(z) et © — 22T, (z) coincident sur un ensemble

infini, en 'occurence ’ensemble des cosf,0 € R, ces deux polynoémes sont alors égaux. On en

déduit par récurrence que pour tout n, T;, est un polynome de degré n et de coefficient dominant
2n—t

— 4 —
n n

T km T km T
T, <cos (Qn + n)) = cos (n <2n + n>) = cos (5 + kw) =0.

Comme degT,, = n, ce sont les seules racines, et alors

n—1
on1 m km
To(z) =2 I}:[O<x—cos(%+n>).

6. L’intervalle [—1, 1] est compact et T;, définit une fonction polynomiale donc continue, qui est alors
bornée et atteint ses bornes sur [—1, 1]. Soit « € [—1, 1], et posons @ := arccosz. Il vient

T km
5. Les réels cos (2 ) ,k € ]|0,n — 1]] sont n réels deux & deux distincts, et sont tous racines de

T, car

|T (2)| = |Th(cos )| = | cosnb| < 1.

On voit qu’on a I’équivalence

k
[T (x)] =1 = & = Cos ipour un certain k € [|0, n|]
n

. . km .
Le maximum est 1, et c’est atteint en chacun des nombres cos — avec k € [|0, n|]N2N. Le minimum
n

k
est —1 et clest atteint en chacun des nombres cos — avec k € [10,n]]N (2N +1).
n

7. Soit @ un polynéme de degré n et de coefficient dominant 2" ! et supposons pour une contradiction
km

que ||Q||cc < 1. Pour k € [|0,n]], soit xy, := cos —. D’aprés la question précédente, ||T),||cc = 1,
n

et en plus Ty, (x) = 1 si k est paire, et —1 si k est impaire. Comme ||Q||oc < 1 alors
Qzg) — Tn(zk) <0sik €[|0,n]]N2N et Qzg) — Tn(zk) > 0si k€ [|0,n]]N (2N + 1)

Le polynoéme @ — T}, change de signe au moins n fois, c’est donc un polynéme de degré au moins
n, contradiction.

Solution sur YouTube: Cliquez ici
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https://www.youtube.com/watch?v=SeLyA27xFig

4.5 Polynémes de Tchebychev — 2(mpsi/pcsi)

Les polynomes de Tchebychev de premiére espece sont les polynémes (T7,)nen vérifiant
V0 € R, cos nf = T, (cosb).

1. Montrer que pour tout n > 1, T, 11(x) + Th—1(x) = 2X T, (x)

2. Montrer que (T, )nen est une famille orthogonale pour le produit scalaire défini sur R[z] par

3. Soit A,, I'ensemble des polynomes réels de degré n et de coefficient dominant 1. Montrer que

1 2
. P(t)
f dt
PlélAn /_1 V1—1¢2

est atteinte pour un P proportionnel a T;,. Calculer ce inf.

Eléments de solution:

1. Voir question 4 de l'exercice 4.4.

2. Soient m et n deux entiers naturels distincts et montrons que < T,,,7T,, >= 0.

1
T (). T, (¢
<Tm,T,> = / Mdt posons t = cos
-1

V1—t2

" T (cos6).T,,(cos 9) .
= — —sin0) df
/0 V1 —cos?t (=sind)

/ cosmb . cosnb db
0

1 ™
= 5/ cos(m +n)f + cos(m —n)f df
0

= 0

3. On restreint le produit scalaire & R,,[z], soit pr la projection orthogonale sur ’hyperplan R,,_i[x].
La borne inférieure demandée n’est autre que le carré de la distance du polynéme z™ & R, _1[z], et
elle est donnée par ||2™ —pr(z™)||?. Le polynome P est alors égal & 2™ — pr(z™), et il est orthogonal
a R,_1[z]. Or d’aprés la question précédente, R,,_1[z]* = vect(T,), donc P = AT}, et comme P

est unitaire, alors P = FT"' On calcule la borne inférieure:

inf /1 P(t)” dt = ! /1 (Tu(t))” dt

PeA, | 1 /1 -2 22n=2 | | V1-¢2
1 ™
= ﬁ/ C082 nb db
N ™
- 922n—1

Solution sur YouTube: Cliquez ici
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https://www.youtube.com/watch?v=HCnNWf5ZUJ4

4.6 Interpolation de Lagrange

Soit n > 1 un entier naturel, et ay,- - ,a, des nombres réels deux-a-deux distincts.

1. Pour tout k € [|1,n|], trouver un polynéme Lj € R[X] de degré n — 1, tel que Ly(ax) = 1, et pour tout
j 7é kv Lk(aj) =0

2. Soit (b1, -+ ,b,) € R™. Trouver un polynéme P € R[X] de degré < n—1 tel que pour tout k, P(ax) = bx.

3. Montrer que les Lj forment une base R,,_1[X], et trouver la matrice de passage de (Lg)k=1..n &
(Xk)k:(),m,n—L

Eléments de solution:

X —a;
1. On prend Ly (X) = | | ( i ) Les Ly, s’appellent “polynomes de Lagrange associés aux points
: Ak — G5
i#k

b
A1, 5 0n .

2. On prend P(X) =Y beLp(X).
k=1

3. D’apres la question précédente, la famille (L1,---, L,) est une famille génératrice R,,_1[X]. Or
c’est une famille & n éléments, et dimR,,_1[X] = n, donc c’en est une base. Les colonnes de la
matrice de passage est celle des coefficients des X7 dans la base (Lg)k=1.... . D’apres la question
précédente il vient

On reconnait la matrice de Vandermonde des a;.

Solution sur YouTube: Cliquez ici

4.7 Théoréme de Lucas

Soit P € C[X] un polynéme de degré > 2. Montrer que les racines de P’ sont dans I’enveloppe convexe des
racines de P.

Eléments de solution: Soit n le degré de P, C' son coefficient dominant, et oy, --- , o, ses racines. On
vérifie que

P(X)=c> [ [IX - )
i=1 \ ki

Soit z une racine de P’ qui n’est pas racine de P. On a alors

P'(2) 1 1 zZ—a zZ—a,
(2) P(z) z—a1+ +z—an |z — a1 |? |z — ap? )
Posons pour tout £k =1,---,n
1 Ak
>\k T et k= =n
[ = anP? SARD PN

Les p; sont positifs et Y pu; = 1. L’identité () donne z = pyag + -+ - + ppay,, d’ott le résultat voulu.

Solution sur YouTube: Cliquez ici
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https://www.youtube.com/watch?v=obwveUVZboY
https://www.youtube.com/watch?v=SZmVH39Xv58

4.8 Image des racines d’un polynéme (mpsi/pcsi)

Soit P = X?® +aX?+bX +c € C[X]

1. Donner une condition nécessaire et suffisante sur a,b,c pour que les racines de P forment un par-
allélogramme.

2. Méme question avec un rectangle.

Solution sur YouTube: Cliquez ici

4.9 La limite uniforme de polynémes est un polynéme (mp/pc)

Soit I C R un ensemble non borné, f : I — R une fonction, et (P,),en une suite de fonctions polynomiales
qui converge uniformément vers f sur I. Montrer que f est une fonction polynomiale.

Eléments de solution: Comme (P,),, converge uniformément, alors elle est uniformément de Cauchy.
Fixons € > 0, et ng € N tel que pour tout n > ng on a sup; | P, — Pp,| < e. Comme I n’est pas borné
alors P, — P,,, = 0 pour tout n > ng. La suite (P,),, est stationnaire et f = P, .

4.10 Polynémes de Bernstein et théoréme de Stone-Weierstrass (mp/pc)

Soit f : [0,1] — R une fonction continue. Pour tout n € N*, on définit le n*™® polynome de Bernstein

associé a f par
n k
Bn(f) = f <n> : (Z)Xk(l - X)nik'
k=0

1. Enoncer l'inégalité de Bienaymé-Tchebychev.

2. Soit z € [0,1] et Z,, une variable aléatoire qui suit la loi binomiale de parametres n et x. Donner
E(Z,..) et V(Z, 4).

k
3. Soit z € [0,1], n € N*, § > 0, et A,, Pensemble des éléments k € [|0,n|] tels que |— — x| < 4, et soit By,
n

le complémentaire de A4,, dans [|0, n|]. Montrer que

3 <Z)xk(1 — )k

keB,

z(1—x)

<
- no?

4. Montrer que B, (f) converge uniformément vers f sur [0, 1].

Eléments de solution:

1. Soit X une variable aléatoire réelle, d’esperance m et de variance ¢2 finies. Alors pour tout o > 0,

2
PIX -m|>a] < %

a2
2.
E(Zy, 2 = nx) V(Zp.) = na(l — )
k
3. On a |— —z| < ¢ si et seulement si |k — nz| < nd. La somme Z (Z) 2*(1 — )" représente
n

keB,
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https://www.youtube.com/watch?v=xtF1-Ts2QO0

alors probabilité que |Z,, , — E(Z, )| > nd, donc d’apres l'inégalité de Bienaymé-Tchebytchev,

3 (Z) (1 — )

kEB,

P(|Z,,» — nz| > nd)

V(Zy.2)
n242
z(1—x)
no2

IN

4. La fonction f est continue sur [0, 1], donc uniformément continue et bornée par un certain M € Rt.
Fixons € > 0, et soit § > 0 tel que,

V(z,y) € o~y < 5= |f(2) - f)| < 5.

1)~ Bal) )] = f(x)—if(ﬁ) (I

- (s (5)) ()

k=0

(x) (1= 2"
(5 (0-12) Q-5 - 2) @
< S42M kezB:n (Z)xk(l ek
< g + %

valeur qui peut étre rendue < € en prenant n suffisemment grand, uniformément pour tous les z.

Solution sur YouTube: Cliquez ici
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https://www.youtube.com/watch?v=823yfPyFvp4

5 Séries numériques

5.1 Nature d’une série par calcul d’un conjugué (mpsi/pcsi)

Soit pour tout n € N, u,, = sin (7(4 + V11)").
1. Montrer que pour tout n,u, = —sin (7(4 — v11)") .

2. En déduire que E Uy, est une série numérique convergente.

Eléments de solution:

1. Par application de la formule du binéme de Newton & (4 4+ +/11)™, on trouve pour tout n deux
entiers «, et B, tels que (4 + Vv11)" = «a,, + B,V 11. La méme formule appliquée & (4 — /11)"
montre que (4 — v/11)" = a,, — BpV/11. La somme (4 + v/11)" + (4 — v/11)™ = 2a, est un entier
pair, d’ou

Uy = sin (7r(4 n \/11)”) — sin (—w(4 VI 4 2an7r)> — _sin (w(4 - \/11)") .

2. D’apres la question précédente et le fait que |4 — V11| < 1, u,, ~ —7(4 — +/11)™, qui est le terme
général d’une série géométrique convergente. D’ou le résultat.

Solution sur YouTube: Cliquez ici

5.2 Série a terme général décroissant (mpsi/pcsi)

Soit (uy,)n une suite dércroissante de réels strictement positifs telle que > u,, converge.

1. Montrer que u,, =4 0 (%)

2. Le résultat de la question précédente reste-t-il vrai sans la condition que (uy,), est décroissante?

Eléments de solution:

1. Supposons que U, F4o0 0 (%) et montrons que Y u,, diverge. Soit r > 0 tel qu'il existe des entiers
n arbitrairement grands vérifiant u, > =, et soit (nk)ken une suite de tels entiers. Sans perte de
généralité, on peut supposer que pour tout k, ngi11 > 2ny. Soit pour tout k,

MNEk41

T = E (178

i=ni+1

. . . T .
Comme la suite (uy,), est décroissante, que ngr1 > 2ng , et que Up,,, = —, 0N a successivement

Nk41
s n r
k+1
T > g Unyiq > T'unk“ > 5
i=ni+1

La série Y ry est alors divergente, et il en est de méme pour Y u,.

1
2. Soit (up)n la suite définie par u,, = — si n est une puissance de 2, et u,, = 0 sinon. Clairement,

Z U, est convergente, alors que U, #4100 O ( 1)

n
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https://www.youtube.com/watch?v=IoNIdLcxg2g

6 Analyse asymptotique

6.1 Intégrales de Wallis et formule de Stirling (mpsi/pcsi)

Soit pour tout n € N I'intégrale W,, définie par

E E
W, = / sin” xz dz = / cos" x dx
0 0

n"e~"\/n Up+1
unzi\f et vn:1n<n+).

n! Uy,

Soit pour tout n € N*

1. Montrer que la suite (W,,),, est convergente. Calculer Wy,, et Wa,, 1 sous forme de produits.

2. En déduire la formule de Wallis:

w= Jim - <<sz(f§l<z_n21 3 = 1)2

3. Etudier la convergence de la série > vy, et en déduire que u,, converge vers un réel A > 0.

4. Montrer que A = \/%, en déduire la formule de Stirling;:

n

nl ~10 n"e”"V2mn

Eléments de solution:

1. C’est une suite décroissante minorée par 0 donc convergente vers une limite [ > 0. On écrit

n_1 n—1

sin™ z = sin x.sinz et une intégration par parties donne W,, = Wi—2. On a alors

2n—-1)2n—-3)---1x 2n(2n —2)---2

2 m(2n—2)---2 2 ¢ T Gnr D)@n—1)---1

W. %% W.
22 < 2ntl < 2”, il en suit que
W2n W2n W2n

2. La suite des W,, étant positive et décroissante, on a

. Waonta
lim ——
n— o0 2n

:1’

et en remplacant les expressions de Wa,, Wa,+1 par les expressions obtenues dans 1 on obtient
I’identité voulue.

3. Un calcul simple montre que

1\"*3 1 1
vnln(lJrn) 112n2+0(712>’

d’ott Y v, converge vers un réel . Or une simplification télescopique montre aussi que

Z v = In(upt1) — In(ur) = In(upyr) + 1,
k=1

d’'ou lim lnun =0- 1; et hmn%oo Un = A= 6071 > 0.
n—00
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4. Une réécriture de ’égalité de Wallis donne

En remplacant dans cette expression, n! et (2n)! par leurs équivalents, on obtient

i 1 24nn4ne—4nn2>\2 1
m = m - -— = ——
n—oo n \4(2n)4ne=4n2n  2)2’

dou A = V27 et

Solution sur YouTube: Cliquez ici

6.2 Développement asymptotique de la série harmonique (mpsi/pcsi)

"1
P € N*, te H,, = —.
our n on note Z .
k=1
+oo 1
1. Soit p > 1. Donner un équivalent de R,, := Z w
k=n

2. Montrer que la suite (H, — Inn), converge vers un certain réel v ( - est appelé “constante
d’Euler”). Déduire que
H,=Inn+~vy+o0(1).

3. Pour n € N*, on note ¢, = H,, —Inn — v. Déterminer un équivalent de t,,+1 — t,, puis de ¢,.
Déduire que

1 1
Hn—lnn+’y++o(>.
2n n

4. Avec un raisonnement similaire, montrer que

1 1 1
H, =1 LS i
YT S T o2 +O<n2>

Solution sur YouTube: Cliquez ici

6.3 Equivalents de suites récurrentes - 1 (mpsi/pcsi)

On counsidere la suite (uy,), définie par u,4+1 = un,e™", avec ug > 0 quelconque.

1. Montrer que (), converge vers 0.

. 1
— —, et déduire que u,, ~ —.
Uptl  Up n

2. Etudier la suite

Solution sur YouTube: Cliquez ici
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https://www.youtube.com/watch?v=up8FBcF_p2w
https://www.youtube.com/watch?v=n0BAa7Hr9OI&list=PLRjT-F0FNUJEL0wK9WL4RoDcBg8ZumBz6&index=10
https://www.youtube.com/watch?v=mKDGUGAXhy8

6.4 Equivalents de suites récurrentes - 2 (mpsi/pcsi)

On consideére la suite (uy,), définie par u, 1 = sinu,, avec ug €]0, g[ quelconque.
1. Montrer que (uy, ), converge vers 0.

2. Trouver un équivalent de wu,,.

Solution sur YouTube: Cliquez ici
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https://www.youtube.com/watch?v=mKDGUGAXhy8

7 Suites et séries de fonctions

7.1 Transformation d’Abel et convergence uniforme (mp/pc)

Soient (an)nen une suite de nombres complexes, et (by)neny une suite réelle décroissante de limite nulle.
Posons pour tout n, A, = ZZ:O ay, et supposons que la suite (A4,), est bornée par M € R*. On définit la
transformation d’Abel du terme Y _;_ axby par

n—1
Apbp = > A(bry1 — bi).
k=0

1. Montrer que pour tout n, le terme Y_}'_ arby est égal & sa transformation d’Abel.
2. (Critere d’Abel) Montrer que la série > axby converge, et que son reste R,, d’ordre n vérifie |R,,| < 2Mb,

3. Vérifier que le critere des séries alternées est un cas particulier de celui d’Abel.

>, sinkx
4. Montrer que Z 3
k=1

forme [c,d] avec 0 < ¢ < d < 2.

est une série de fonctions uniformément convergente sur tout intervalle de la

Eléments de solution:

1.

agbg + Z(Ak — Ap_1)bs

k=1

Zakbk
k=0
k=1 k=1

n n—1
= agbo + Z Apby — Z Aqbq+1
k=1 q=0

n—1 n—1
= aoby — Agby + A,by, + Z Agby — Z Apbry
k=1 k=1
n—1
= Ao(bo —b1) + Anbn + > Ap(bx — bit1)
k=1
n—1 n—1
= Anbn + Z Ak(bk - bk+1) = Anbn - Z Ak(bk—i-l - bk)
k=0 k=0

2. Soit R, le reste d’ordre n de la série Y anb,. On a
“+o0

Ry = —Apby — Y Ag(brs1 — bi)
k=n

et il vient pour tout n,

+oo
i < |Anbn| + Z | Ak]-[bk41 — bi
k=n
+oo
< |Anbal + MY (b — brsa)
k=n
< |Apbn| + M.by,
= 2M b, (majoration indep. de x)
n—oo
— 0

D’ou le résultat annoncé.
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3. Soit (by)nen une suite réelle positive décroissante de limite nulle. Le critére des séries alternées
dit que >"(—1)"b,, est convergente. Posons pour tout n € N, a,, = (=1)" et A4, = > ;_; ax. On
voit que pour tout n, A, = +1, donc la suite (A,), est bornée, et ce cas n’est alors qu'un cas
particulier du critere d’Abel.

. 1 R .
4. Posons pour tout n € N*, a,, = sinnz, b, = — et A, = 22:1 ar. D’apres 'exercice 2.1, on a pour
n

tout z € R\ 27Z et pour tout n € N*,

. . 1
L sin % . sin ("J; )z
E sin kx =

T
k=1

S11 3

Comme sin 5 ne s’annule pas sur le compact [c,d], alors il y a un € > 0 tel que Vx € [, d], sin 5 > ¢,

1
et la suite (A,), est bornée sur [c,d] par M := = ( borne indépendante de z). D’apres le cirteére
€

sin kx

k

est simplement convergente. De plus, d’apres la question 2, le reste

d’Abel, la série Z
k=1

2M
d’ordre n de la série vérifie |R, (z)] < —. C’est une majoration indépendante de x, et qui est de
n

limite nulle. Ceci montre que la série est uniformément convergente sur le segment [c, d].

Solution sur YouTube: Cliquez ici
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https://www.youtube.com/watch?v=ZXKTRc1HfOU 

8 Intégration

8.1 La fonction Gamma I'

Soit I" la fonction définie par I'intégrale impropre suivante:
+oo
izw / t* et dt
0

1. Montrer que I est définie sur |0, 4+o0.

2. Montrer que pour tout  €]0,+o0o[, I'(x + 1) = 2 I'(z), et en déduire que pour tout n € N*,
I'(n+1)=nl

1 1
3. Calculer T’ (2>, puis I' (n + 2) pour tout n € N*.

4. Montrer que I' est continue sur ]0, +00]

5. Montrer que I est de classe C* sur |0, +o0[, et que

F(k)(x):/ (Int)kto=le=!
0

1
6. Montrer que I'(x) ~p+ —.
x

7. Montrer que I' est convexe et étudier ses variations.

Eléments de solution:

1. Pour tout x > 0, La fonction t — e~ %%~ est continue positive sur |0, +oo[. Il est facile de voir

7ttw71

1 1
qu’au voisinage de 0, e ~ ——, et qu’au voisinage de +oo, e "1 =0 () L’intégrale

tr—1 ’ t2
est convergente par comparaison aux fonctions de Riemann.

2. On démontre le résultat voulu en effectuant une intégration par parties. Soit = > 0.

+oo
Nz+1) = / tYe”" dt
0
t=4o0 fe'e)
—_ |:tz(6t):| 7/ xtzfl(ieft)
t=0 0
= =z t*lemt
0
= zI'(z)
o0 5
3. On rappelle la valeur de 'intégrale de Gauss: / e " du=+/r.

1 1
T (> = / —e tdt (t = u? dt = 2udu)
2 0 \/E
OOl 2
= / —e " 2udu
0 u

o0 2
= 2/ e " du
0

- Vvx

23



Soit n € N*.

r(n+3) = (r-3)r(-3)
(Y6
- ((;‘_%))(2(””_‘5) “'1(2) °(3)

4. Soient a,b deux réels strictement positifs, a < b. On applique le théoreme de continuité des
intégrales & parametres pour montrer que I' est continue sur [a,b]. Comme a et b sont quelconques,
I sera alors continue sur |0, +oo[. Posons f(z,t) :=t*~te™?
e La fonction ¢ — f(z,t) est continue par morceaux sur |0, +00]
e La fonction = — f(z,t) est continue sur |0, +o0]
e On a ¥Y(x,t) €la, b[x]0, +00[
If(z,t)] <t Le b+ tb7te ™t = g(t)
Cecicar [t"te ! <t?letsit <let|t" te | <t'~le~tsit > 1. D’autrepart la fonction
g est continue par morceaux et intégrable sur ]0, +o0ol.

D’apres le théoreme de continuité des intégrales a parametres, I’ est continue sur [a,b]. Comme a
et b sont quelconques, I' est alors continue sur |0, +o0|.

5. On applique le théoreme de dérivabilité des intégrales & parameétres (théoréme de Leibniz). Soient
a,b €]0, +oo[ tels que a < b. Soit h(t) := (Int)e~(t*1 +*~1). On a:

e t+— f(z,t) est continue par morceaux sur |0, +oo[

RACR)

3 = (Int)t*te™" existe sur [a, b]x]0, +o0l.
x

— of(w.t) est continue [a, b]
Ox

fla,t

Oz

)

0
t — ———— est continue par morceaux sur |0, +oo[

N ‘W‘ < h(t) pour tous x € [a,b] et t €]0, +o0].

ox

e h est continue par morceaux, et intégrable sur ]0, +00]

+o0o
Alors la fonction I'(z) = / f(z,t)dt est dérivable, et
0

“+o0 a [ee)
v - | fln) ar= [ uoyetet

Le méme argument s’applique pour toutes les dérivées successives de I'. La fonction I' est de classe
C°, et pour tout k € N*,

) (x) :/ (Int)k¢o=Le™t
0

6. D’apres une question précédente, VY €]0,+oo[, 2I'(z) = I'(x + 1) et comme la fonction I' est
continue, on a alors
lim 2'(z) =T'(1) =1

z—0

d’ou le résultat.
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7. Il est clair que T > 0, donc TV est strictement croissante et T' est une fonction convexe. Or
I'(1) = T'(2) et d’apres le théoreme de Rolle il existe ¢ €]1,2[ tel que IV(¢) = 0. Comme I est
strictement croissante, elle s’annulle une seule fois en changeant de signe, et la fonction I' est
strictement décroissante sur |0, ¢[, et strictement croissante sur ]c, +00[, atteignant ainsi en ¢ son
minimum absolu.

Solution sur YouTube: Cliquez ici

8.2 Volume d’une boule en dimension n

Pour n € N* et R € R on désigne par V,(R) le volume de la boule de R™ de centre 0 et de rayon

R, c.a.d.
Vo(R) = // dzy -+ dx,

@3+t <R?

Montrer que pour tout p € N*,
P R?P

p!

VQP(R) =

Eléments de solution: Dans 'expression de V,,(R), on effectue le changement de variables x; = Ry;.
Le jacobien de la transformation est R™, et on a

Vo (R) = R"V,(1)

1
V(1) = /1 [ oo | o,

22422 <l—z2

[ VTR,

1

/ m Vn 1(1) dx
- an(l)/l( 1= 22" g

-1

= 2Vn,1(1)/0( 1—a22)"

z
= 2Vn_1(1)/ cos™ udu
0

= 2W,Vh-1(1) (W, :int de Wallis)
= 2" YW, W,_---WLVi(1)
= QanWn_l e W1 car W1 =1

T
Or pour tout k, Wi Wi_1 = —

p
o5 donc V5,(1) = %, et le résultat en découle.
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https://www.youtube.com/watch?v=lhxu0L5kyE8

9 Espaces vectoriels et endomorphismes

9.1

Produit commutatif d’endomorphismes nilpotents (mpsi/pcsi)

Soit F un K-espace vectoriel de dimension finie n et uy,-- - , u, des endomorphismes nilpotents de
FE qui commutent deux & deux. Que vaut uj oug o ---0u,?

Solution sur YouTube: Cliquez ici

9.2

Exercice: Noyaux et Images Itérés (mpsi/pcsi)

1.

Soit E' un espace vectoriel de dimension finie n sur un corps K, et f € £. Pour tout k € N, soit
Ny =

ker(f*) et I, = Im(f*). Soit ny = dim(Ny) et 7 = dim(I)

Mountrer que la suite (ng)x est croissante stationnaire, et la suite (ry)x est décroissante sta-
tionnaire.

Montrer que la suite (ng+1 — ng)i est décroissante, et la suite de (rx41 — )k est croissante.
Montrer que ng < kny et ry > kry —n(k—1)

A partir de cette question on suppose que I’endomorphisme f est nilpotent d’indice p. Montrer
que p < n, et que f* =0.

Supposons de plus que n; = 1. Montrer que f est cyclique, c.a.d qu’il existe a € E tel que
(a, f(a),---, f""(a)) est une base de E.

Solution sur YouTube: Cliquez ici
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https://www.youtube.com/watch?v=qpWynYVVsro&t=39s
https://www.youtube.com/watch?v=UNFHwgkkf-Q&list=PLRjT-F0FNUJFdYhKtRPkLYeqLNHbcwuq0

10 Matrices

10.1 Une matrice a diagonale dominante est inversible (mpsi/pcsi)

Soit A € M,,(C) une matrice & diagonale dominante, c¢’est-a-dire que pour tout ¢ € {1,--- ,n}, on
alai| > 2, ai;|. Montrer que la matrice A est inversible.

Solution sur YouTube: Cliquez ici

10.2 Calcul de l’inverse d’une matrice (mpsi/pcsi)

Calculer l'inverse de la matrice A € M,,41(R) définie par

© G © - ) @)

IO NG T
azlo 0 @
0 00

Eléments de solution: Soit f l'endomorphisme de R, [X] défini par f(P(X)) = P(X +1). A est
la matrice de f dans la base canonique. Donc A~! est la matrice de f —! dans la base canonique. Or
fTHP(X)) = P(X —1), donc A™" = (bij)<; j<, OWbij = (=1)7 77 (1) sii < joet by =0sii>j.
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https://www.youtube.com/watch?v=jHt9BvVHOPM&t=1886s

11 Déterminants

11.1 Probléme du berger (mpsi/pcsi)

Un berger possede 101 moutons. Il se rend compte un jour que lorsqu’il isole n’importe lequel de
ses mouton du reste du troupeau, il peut toujours trouver une fagcon pour séparer les 100 moutons
restants en deux groupes de 50 de méme poids total. Montrer les moutons ont tous le méme poids.

Solution sur YouTube: Cliquez ici

11.2 Calcul d’un déterminant par récurrence (mpsi/pcsi)

Soit a € R. On définit le déterminant D,, par

a 1 o --- 0
1 a 1
Dn=l0o 1 a " 0
N A |
o -~ 0 1 a

1. Trouver une relation de récurrence vérifiée par D,,.

2. Calculer D,,.

Eléments de solution: En développant le déterminant selon la premiere ligne, on constate que D,, =
aD,_1 — D,_5. C’est une équation aux différences dont les solutions sont de la forme ar™ + Bs™ si
22 — ax + 1 admet deux solutions distinctes r et s, ou de la forme ar™ + Bnr™ si 22 — ax + 1 admet une
solution unique r. Les coefficients « et 5 sont obtenus en calculant Dy et Ds.

Solution sur YouTube: Cliquez ici

11.3 Déterminant de Hiirwitz (mpsi/pcsi)

Calculer le déterminant de la matrice A € M,,(R) de la forme

T a a

A— b T2
- a
b b 7,

Eléments de solution: Ajouter une indéterminée X aux coefficients de la matrice. Le déterminant de
la nouvelle matrice est une fonction f(X) de X, qu’on montre affine en X, et alors de la forme aX + .
On peut facilement calculer f(—a) et f(—b), on utilise ces valeurs pour trouver « et 8 (deux équations
& deux inconnues). Le déterminant cherché n’est autre que f(0), ou /3.

Solution sur YouTube: Cliquez ici
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https://www.youtube.com/watch?v=7ZhYmxP5Lwc
https://www.youtube.com/watch?v=5yoMRrZiNBU&list=PLRjT-F0FNUJEd0PC7Pdw1_zGhcke_uFmC&index=9
https://www.youtube.com/watch?v=xLrNSffHDT8&list=PLRjT-F0FNUJEd0PC7Pdw1_zGhcke_uFmC&index=10

11.4 Déterminants de Vandermonde (mpsi/pcsi)

Soient ay,--- ,a, € C. Calculer le déterminant de la matrice de Vandermonde associée
1 a alnfl
1 as aQ”*I
V(ala"'aan): .
1 a, ay" 1

Eléments de solution: Remplacer la constante a,, par une variable x. Le déterminant est alors une
fonction f(x) de la variable z, et en développant selon la derniére colonne, on constate que f(x) est
polynomiale de degré n — 1 en z. Or cette fonction s’annulle si x est 'un des a; pour ¢ < n, donc f(x)
est de la forme Cte. H?:_ll(x — a;). La constante est le coefficient de 271, c’est alors V (a1, -+ ,an_1).
Par récurrence, a que

V(ala co 70%) = f(an) = H(aj - ai)'

J>1

Solution sur YouTube: Cliquez ici

11.5 Déterminant de Cauchy (mpsi/pcsi)

Soient a1, -+ ,an, b1, -+, b, des nombres complexes tels que pour tous ¢ et j, a; + b; # 0. Montrer
que
1 1 o 1
b b bn
afn ey “ II (aj —ai)b; —b)
az+by az+ba az+bn | 1<i<j<n
: : : IT (ai+0;)
1 1 1 1<i,5<n
an+bi  ap+b2 an+bp

Eléments de solution: Similairement aux déterminants de Vandermonde et Hiirwitz, on constate
)
que ce déterminant aurait été facile a calculer si certains coefficients prennent certaines valeurs. En
l'occurence, si a,, est égal & I'un des a;, alors le déterminant est nul car il a deux lignes identiques. Pour
K K
tirer profit de ce fait, on remplace a,, par une indeterminée x, le déterminant est alors une fonction f(x)
qu’on étudie pour trouver I’expression recherchée.

Solution sur YouTube: Cliquez ici
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https://www.youtube.com/watch?v=sjSblYVYbPE&list=PLRjT-F0FNUJEd0PC7Pdw1_zGhcke_uFmC&index=11
https://www.youtube.com/watch?v=2GrSiAEvtN8&list=PLRjT-F0FNUJEd0PC7Pdw1_zGhcke_uFmC&index=12

11.6 Déterminant de Gram (mpsi/pcsi)

Soit F un espace Euclidien de dimension n, F' un sous-espace vectoriel de F de dimension ¢ < n,
et (u1,--- ,uq) une base de F. Sivq,---, v, € E, on considere la matrice:

Glon.+ o) = (0l
,J
1. Soit z € E'\ F, on désigne par p(z) le projeté orthogonal de = sur F'. Montrer que
det G(uy, -+ ,uq, ) = det G(ug, -+ ,uq, p(x))+
||3j - p(‘r)szetG(ub e ;uq)-

2. Montrer que

_[det G(ug,- -+ ,ug, )
d(m7F)_\/ detG(Ul,"',uq)

3. Soit F' = {(z,y,2,t) € R*: 2 +y = 2+t = 0}. Déterminer I'expression de la distance d’un
élement de R* & F.

Solution sur YouTube: Cliquez ici

11.7 Déterminants circulants (mp/pc)

Soit n > 2 un entier et aq,--- ,a, € C. Calculer le déterminant circulant
aq as asg - Qp,
293 ap a2 -+ Gp-1
An — |Gpn—1 Qn @1 -+ Ap—2
ag as Qa4 --- a1

et donner la forme factorisée de Ay.

Indication: diagonaliser la matrice J € M, (C) définie par

o1 0 --- 0
0 1
J =
0 0 1
1 0 0

Eléments de solution: On diagonalise J, et on écrit la matrice initiale comme un polynome en J, et
ceci nous fournit alors une diagonalisation de cette matrice. Le déterminant est obtenu alors en effectuant
le produit des valeurs propres.

Solution sur YouTube: Cliquez ici
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https://www.youtube.com/watch?v=BUHLfif-3EU&list=PLRjT-F0FNUJEd0PC7Pdw1_zGhcke_uFmC&index=13
https://www.youtube.com/watch?v=Yo1aywSpjyQ&list=PLRjT-F0FNUJEd0PC7Pdw1_zGhcke_uFmC&index=14

11.8 Matrice circulante modulo p (mp/pc)

Soit p premier et (ag, a1, -+ ,ap—1) € ZP. Montrer que

ao a az
Gp—1 ap aq
ap—2 Aap—1 Q@

ai az as

ap—1
ap—2

Ap-3| =qgg+a; + -

ao

+ ap—]

[p].

Solution sur YouTube: Cliquez ici
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https://www.youtube.com/watch?v=dNCBTPlTToM

12 Groupes

12.1 Ordre d’un groupe et cyclicité (mp)

1. Soit G un groupe abélien et x,y deux élements de G d’ordres respectifs m et n, ot m,n sont
deux entiers premiers entre eux. Monter que 'ordre de xy est mn.

2. Soient p,q deux nombres premiers distincts, et G un groupe abélien d’ordre pg. Montrer que
G est cyclique.

Solution sur YouTube: Cliquez ici

12.2 Existence d’élements primitifs (mp)

1. Soit G un groupe abélien fini. Montrer qu’il existe un élément de G dont 'ordre est le PPCM
des ordres de tous les éléments de G.

2. Soit K un corps (commutatif) fini. Montrer que le groupe multiplicatif de K est cyclique.

Solution sur YouTube: Cliquez ici

12.3 Groupes de Priifer: le groupe p-quasi-cyclique (mp)

Soit p un nombre premier. On pose G, = {z € C,3k € N : = 1}.
1. Montrer que G, est un sous-groupe de (C*,.)
2. Décrire G, a I'aide des groupes cycliques U, des racines pP-iemes de I'unité.
3. Montrer tout sous-groupe strict de G, est 1'un des U,x.

4. Montrer que G, n’est pas de type fini, c.a.d G, ne possede pas une partie génératrice finie.

Eléments de solution:

1. Clairement 1 € Gp. Si z,y € G, soient k,l € N tels que 2 = y”l = 1, et soit m = max{k,l}.
Alors

m m—k m—k

P Pt yp 17
(m'y_l)p = i m = (m 1) —1 = —1 = 17
yP (yp')p"" 1™

et alors 2.y~ ! € G, montrant ainsi que G,, est un sous-groupe de (C*,.).
2. sz{ze(C,EIk‘eN:zpk =1} ={2€CIkeN:zecl} = Uupk.
kEN

3. Soit H un sous-groupe strict de Gy, et soit a = sup{ordre(z),z € H}, a € N* U {+o0}.

a # +o0: Sinon, il existe des entiers naturels n arbitrairement grands et des éléments z, € H
tels que ordre(z,) = p™. Or le sous-groupe gr(z,) engendré par un tel z, a p" éléments, et tous
ses éléments on un ordre diviseur de p™. Donc gr(z,) = Upn, et comme les U,» forment une suite
croissante de sous-groupes, alors

G, = U Uy = Ugr(zn) CH

keN
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https://www.youtube.com/watch?v=UTQJpGgKnj8&list=PLRjT-F0FNUJEL0wK9WL4RoDcBg8ZumBz6&index=2
https://www.youtube.com/watch?v=7c8z9TXiCOc&list=PLRjT-F0FNUJEL0wK9WL4RoDcBg8ZumBz6&index=3

ce qui contredit le fait que H est un sous-groupe strict de G,.

On en conclut alors que a € N*, et c’est un élément de la forme p™ pour un certain m € N. Soit
z € H tel que ordre(z) = a. Si 2’ est un autre élément de H d’ordre pm/7 alors par maximalité de
a,on ap™ <a=p™, donc aussi m’ < m et pm,|a. Tout élément de H est alors racine a-iéme de
1, et H = Upm, d’on le résultat annoncé.

4. Soit A une partie finie de G,. Chaque élément v € A appartient a un certain U,,. Soit n =
max{n,,u € A}. Par la croissance des (Uy)ren, A C Uy, et gr(A) C U, # G,. Toute partie finie
de G, n’engendre donc pas Gy, et G, n’est pas de type fini.

Solution sur YouTube: Cliquez ici

12.4 Un groupe fini dont les éléments sont d’ordre 1 ou 2 (mp)

Soit G un groupe fini tel que pour tout = € G, z2 = e.
1. Montrer que G est abélien.

2. Soit H un sous-groupe strict de G et € G\ H. Trouver le sous-groupe de G engendré par
H et z.

3. Que pouvez vous dire de la cardinalité de G?

Eléments de solution:

1. Découle du fait que Yo,y € G, (z.y)? = z.y.
2. gr(HU{z})=HUH.z.

3. La cardinalité de G est un entier de la forme 2™.

Solution sur YouTube: Cliquez ici

12.5 Théoréme de Sylow pour un groupe abélien (mp)

Soit G un groupe abélien fini et p un nombre premier.

1. Soit H un sous-groupe de G. On suppose que G/H a un élément d’ordre p. Montrer que G
a un élément d’ordre p.

2. (Lemme de Cauchy) Montrer que si p divise |G|, alors G a un sous-groupe d’ordre p.
3. Montrer que si a € N et p® divise |G|, alors G a un sous-groupe d’ordre p®.

4. (Réciproque du théoréme de Lagrange) Montrer que si n € N* et n divise |G|, alors G a un
sous-groupe d’ordre n.

Eléments de solution:
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https://www.youtube.com/watch?v=jK3GoOuVg2Q
https://www.youtube.com/watch?v=eTNjCpg766s

13 Anneaux

13.1 Somme des entiers plus petits que m et premiers avec m (mp)

Soit m > 2 un entier. Calculer la somme S, de tous les entiers naturels plus petits que m et
premiers avec m.

Eléments de solution: Soient ay,---,a,(y,) les entiers plus petits que m et premiers avec m. Si
l1<a<metaAm=1,alors1 <m—a<met (m—a)Am=1. On a alors

Sm=a1 + - + ap 4+ A agm)
et

Sim=(m—a1)++(m—ap) + -+ (m— aym))
D’ou25m:mw(m)et5m:%(m)'

Solution sur YouTube: Cliquez ici

13.2 Théoréme des restes Chinois (mp)

1. Soient m,n deux entiers premiers entre eux, et a,b deux entiers quelconques. Montrer qu’il
existe x € Z tel que x = a [m] et x = b [n]. Quels sont les autres 2’ € Z qui ont cette
propriété?

2. Déduire que les anneaux Z/mnZ et Z/mZ x Z/nZ sont isomorphes.

3. Le général Han Xin a entre 900 et 1000 soldats. Si on les range par 3, il en reste 2. Si on les
range par 5, il en reste 3 et si on les range par 7, il en reste 2. Combien sont-ils ?

4. Trouver explicitement un isomorphisme de h : Z/105Z — Z/3Z x Z/5Z x Z]7Z, ainsi que
son inverse h~1.

Eléments de solution:

1. Soient (u,v) € Z? tel que um +vn = 1. On a clairement que um = 1 [n], um = 0 [m], vn = 0 [n]
et vn =1 [m]. Donc si on prend z = bum + avn, on voit que = a la propriété voulue. Si 2’ a cette
propriété, alors x — 2’ est divisible & la fois par m et par n. Or m An = 1, donc  — z’ est divisible
par mn, c.a.d x’ est de la forme x + kmn pour un certain k € Z. Réciproquement, on voit que si
2’ est de la forme z + kmn pour un certain k € Z, alors z’ a la propriété voulue.

2. On consideére 'endomorphisme ™" — (z™,z"). D’aprés la question précédente, cet endomor-
phisme est surjectif. Or les ensembles de départ et d’arrivée sont de méme cardinalité finie, donc
c’est un isomorphisme.

3. On doit trouver un entier z compris entre 900 et 1000, vérifiant z = 2 [3], x = 3 [5] et z = 2 [T7].
Comme (2.3) + (—5) = 1, la méthode donnée & la premiére question donne que 8 = 2.(—5) + 3.(2.3)
est a la fois congru a 2 modulo 3 et a 3 modulo 5. Donc dire que x vérifie les deux premieres
congruences revient a dire que « = 8 [15]. Reste alors a trouver les entiers z vérifiant les deux
congruences: =8 [15] et x =2 [7]. On a 15+ (—2.7) =1, donc —82 = 8(—2.7) + 2.15 est solution
des trois congruences initiales. Les autres solutions sont les entiers de la forme —82 + 105k, k € Z.
Le seul parmi ces entiers qui tombe entre 900 et 1000 est —82 + 105.10 = 968.

4. Un calcul comme celui de la question précédente donne que si h~'(a, b, E) = 70a — 84b + 15c.

Solution sur YouTube: Cliquez ici
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https://www.youtube.com/watch?v=J6ya79SRo7E
https://www.youtube.com/watch?v=vsr77lHUjmk

13.3 Un morphisme surjectif de groupes - théoréme des restes chinois (mp)

Soit m > 2 un entier, et d > 2 un diviseur de m. Définir un morphisme de groupes surjectif
h: (Z/mZ)" — (Z/dZ)".

Eléments de solution: On pose h(z™) = z¢. C’est une application bien définie car si 2™ = §™, alors
ml|x —y, or dlm, donc d|x — y et 2¢ = ¢, De plus, si Z™ est inversible, alors z est premier avec m et
comme d|m, alors z est premier avec d et % est inversible. Montrons que h est surjectif.

13.4 Théoréeme de Wilson (mp)

1. Monter qu’un entier p est premier si et seulement si (p — 1)! = —1 [p].

2. Soit p un nombre premier de la forme 4n + 1. Montrer que —1 = (2n)!? [p].

FEléments de solution:

1. . Si p est premier, alors Z/pZ est un corps dont les seuls éléments non nuls égaux & leurs
propres inverses sont les classes de 1 et p — 1. Donc modulo p, les facteur du produit (p — 1)!
vont se simplifier avec leurs inverses respectifs, et il vient alors

p-D=1l(p-1)=-1 [p].

. Supposons que (p — 1)! = —1 [p], donc (p — 1)! + 1 = k.p pour un certain entier k. Tout
entier naturel < p divise (p — 1)!, donc est premier avec p. Il en suit immédiatement que p est
premier.

2. Suit par la premiere question et le fait que {k — p,k € [|2n + 1,4n]|]} = [| — 2n, —1|].
Solution sur YouTube: Cliquez ici

13.5 Critére d’Eisenstein et applications (mp)

1. Soit P = a, X" + ap_1 X" 1+ -+ +ag € Z[X]. Supposons qu’il existe un nombre premier p
tel que p divise tous les a; pour k # n, p ne divise pas a,, et p? ne divise pas ap. Montrer
que P est irréductible dans Z[X].

2. Soit p un nombre premier. Montrer que le polynéme

CXP -1

=XP 14 XP 24 X 4+1
<1 + +o+ X+

,(X)

est irréductible dans Z[X].

Eléments de solution:

1. Supposons pour une contradiction que P est de la forme Q.R avec q := deg(Q) > 1 et r := deg(R) >

1. Soient P, Q et R les réduits modulo p de P, Q et R respectivement. D’aprés I'hypothese, P
est un monéme non nul, P = @,X". Comme p est premier alors Z/pZ est un corps, et d’apres
'unicité de la décomposition en polynomes irréductibles dans Z/pZ[X], on a successivement Q et
R sont de la forme @X? et X", les termes constants de Q et R sont divisibles par p, et enfin ag

est divisible par p?. Contradiction.

2. L’endomorphisme de Z[X] qui envoie P(X) & P(X + 1) étant un automorphisme, il suffit alors de
montrer que ®(X + 1) est irréductible. Or

(X+1)P -1 -1 p -2 p -3 p
d(X N=~—"72_ — = XP XP XP X .
(X+1) X+1)—1 + b1 + b2 + + 9 +p
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https://www.youtube.com/watch?v=YFx-qF23FE8

Comme p est premier, on sait que p divise tous les (i) pour 1 < k < p—1, et le critere d’Eisenstein

donne le résultat voulu.

13.6 L’anneau Z[X| n’est pas principal (mp)

1. L’anneau Z[X] est-il principal ?

2. Soit A un anneau commutatif. A quelle condition A[X] est-il principal?

Eléments de solution:

1. Soit I I'idéal engendré par 2 et X. On va montrer que I n’est pas principal et conclure ainsi que
Z[X] n’est pas principal. En effet, si I = (P) pour un certain P € Z[X], on a alors 2 = Q.P et
X = R.P pour certains @, R € Z[X]. De la premiére égalité on déduit que Q et P sont constants
diviseurs de 2, et en évaluant la deuxiéme en 1 on a que P = £1. Donc I = Z[X]. et il existe alors
deux polynomes A et B de Z[X] tels que 1 = 24 + X B. En évaluant en X = 0 on a que 2 divise 1
dans 7Z, contradiction.

2. Il faut et il suffit que A soit un corps. Dans un premier sens on sait que si A est un corps alors
A[X] est un anneau euclidien donc principal. Dans l'autre sens, supponsons que A n’est pas un
corps, et soit a € A\ {0} non inversible. Comme dans la premiére question, on montre que 'idéal
de A engendré par X et a n’est pas principal.

Solution sur YouTube: Cliquez ici

13.7 Idéaux maximaux (mp)

Soit A un anneau commutatif. Un idéal strict I de A est dit maximal si et seulement si il est
maximal pour 'inclusion parmi les idéaux stricts de A.

1. Montrer que I est maximal si et seulement si A/I est un corps.
2. Monter que tout idéal maximal est premier.
3. Trouver les idéaux maximaux de Z.

4. Montrer que < X2 + 1 > est un idéal premier non maximal de Z[X].

Eléments de solution:

1. Soita € A/I,a+# 0. Alorsa ¢ I et ainsi I C I+ A.a. Comme I est maximal, alors I+ A.a = A.
Soit alors z € I et a € A tels que z + a.a = 1. En passant au quotient on a &.a = 1, et @ est
inversible dans A/I.

Soit J un idéal de A contenant strictement I. Montrons que J = A. Soit a € J\ I. Alors
dans A/I, a # 0 et est donc inversible. Soit o € A tel que &.a = 1. On a alors a.a — 1 est un
certain élément x de I, et 1 = a.a — x € J. D’ou le résultat voulu.

2. Un idéal T est premier si et seulement si A/ est un anneau intégre. Un idéal I est maximal si et
seulement si A/T est un corps. Comme tout corps est un anneau intégre, alors tout idéal maximal
est premier.

3. Ce sont les Z/pZ avec p premier.
4. Soit ¢ : Z[X] — C, défini par ¢(P) = P(i). On voit clairement que

Im(p) = Z[i] et Ker(p) =< X?+1>
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https://www.youtube.com/watch?v=fTKKjXa90m8

Donc Z[X]/ < X2 4+ 1 > est isomorphe & Z[i], et comme Z[i] est un anneau intégre qui n’est pas
un corps, alors il en est de méme pour Z[X]/ < X2 +1 >. Ainsi < X? + 1 > est un idéal premier
non maximal.

Solution sur YouTube: Cliquez ici

13.8 Anneau sans idéal non premier (mp)

Soit A un anneau commutatif dont tout idéal I est premier c’est-a-dire vérifie, pour tout (z,y) € A2,
zyel =zxz€l ou yel.

Montrer que A est un corps.

Solution sur YouTube: Cliquez ici

13.9 Valuations sur Q (mp)

On appelle valuation sur un anneau A toute application v de A dans RU {400} telle que, pour tout
(v,y) € A%

o v(zy) = v(z) +v(y)

o v(z+y) = min(v(z),v(y))

e v(z)=+4oc0<=2x=0

1. Donner des exemples de valuations sur Z, sur Q.

2. Déterminer toutes les valuations sur Q.

Solution sur YouTube: Cliquez ici
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https://www.youtube.com/watch?v=C_VMvEwhGVo
https://www.youtube.com/watch?v=RZo84UZzwT8&t=38s
https://www.youtube.com/watch?v=qpWynYVVsro&t=1141s

14 Réduction

14.1 Disques de Gershgorin et théoréeme de Hadamard (mp/pc)

(a) Soit n € N* et A = (a;5)i; € M, (C) une matrice carrée de taille n. Pour tout entier k entre
1 et n, on appelle k¢ disque de Gershgorin de A la boule fermée de C de centre ax et de

rayon -, |akil:
Dy = B/(akkaz lakil)-
i#k
Montrer que le spectre de A est inclus dans la réunion des Dj.
(b) On dit qu'une matrice A = (a;5);; € My (C) est a diagonale dominante si pour tout k,
lark] > lakil-
i#k

Montrer qu’un matrice a diagonale dominante est inversible.

Solution sur YouTube: Cliquez ici

14.2 Le polynoéme charactéristique d’un produit: Y4z = xpa (mp/pc)

Soient A, B deux matrices carrées de taille n et a coefficients réels ou complexes. Montrer que
XAB = XBA

Eléments de solution: Si A est inversible, alors AB et BA sont semblables donc ont méme polynéme
caractéristique. Pour le cas général on peut faire un argument de densité, ou on peut utiliser I’argument
suivant qui a 'avantage d’établir le résultat lorsque le corps de base est quelconque.

Soit r le rang de A, I la matrice identité de taille r, et P, @ inversibles de taille n telles que

A S .
A o P (OTL—T‘J” O"L—T,n—r) Q

Soient Bii, B2, Ba1 et Baoo les matrices de taille respectives (r,7), (r,n —7),(n —r,7) et (n —r,n — 1)

telles que
B B
g_o-! (B B2} pa
@ (321 Baa
On a
. Bii B -1 -1 (B O
A.B_P.<0 0>.P et BA=Q(p" ()@

n—r

Donc xap(x) = xpa(z) = (—2)" "xBy, (v)

Solution sur YouTube: Cliquez ici

14.3 Condition pour la similitude de deux matrices (mp/pc)

Déterminer 'ensemble des (a,b) € R? tels qu'il existe (A4, B) € (Ma(R))? avec:

3 1 1 a
AB - (2 1) ot BA - (3 b)

(Indication: On peut commencer par démontrer que deux matrices inversibles U et V' sont sem-
blables si et seulement si on peut trouver deux matrices A, B de GL,(C) telles que A.B = U et
BA=YV)
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https://www.youtube.com/watch?v=j0K3oSPRQoQ&list=PLRjT-F0FNUJEL0wK9WL4RoDcBg8ZumBz6&index=4
https://www.youtube.com/watch?v=PiRS25IAhSk

Solution sur YouTube: Cliquez ici

14.4 Similitude sur R ou sur C ? (mp/pc)

(a) Soient A, B deux matrices réelles carrées de taille n. Montrer que les matrices A et B sont
semblables dans M,,(C) si et seulement si elles le sont dans M, (R).

(b) Soit A € M, (R) telle que x4 soit scindé sur R. Montrer que la matrice A est diagonalisable
dans M,,(C) si et seulement si elle ’est dans M, (R).

Solution sur YouTube: Cliquez ici

14.5 Lorsqu’un polynome en u est un isomorphisme

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie, u € L(E) et P € K[X]. Montrer que P(u) est un
isomorphisme de F si et seulement si P est premier avec le polynéme minimal de u.

Eléments de solution: Soit Py le polynéme minimal de u, D = P A Py et A, B € K[X] tels que
P =A.D et Py=B.D. Soient M, N € K[X] tels que

MP+ NPy =D (%)

e Supposons que D = 1. D’apres (x) et le fait que Py(u) = 0, on a M (u) o P(u) = idg, donc P(u)
est inversible dans L£(FE) et d’inverse M (u).

e Supposons que D # 1. Alors deg(B) < deg(P), et par la minimalité de Py, on a alors B(u) # 0.
Il en suit que dans 'anneau (L(E), +,0), D(u) est un diviseur de 0 donc non inversible. Comme
P(u) = A(u) o D(u), alors P(u) n’est pas inversible.

Solution sur YouTube: Cliquez ici

14.6 Un endomorphisme nilpotent (mp/pc)

Soit E un C-espace vectoriel de dimension finie, & € C*, et f, g des endomorphismes de E tels que:
fog—gof=af et g est diagonalisable.
(a) Montrer que pour tout entier naturel non nul n: f"og—go f* = naf"

(b) En déduire que f est nilpotent.

Solution sur YouTube: Cliquez ici

14.7 Matrices stochastiques (mp/pc)

Une matrice carrée réelle a coefficients positifs est dite stochastique (ou encore matrice de Markov)
si la somme des éléments de chaque ligne vaut 1. Soit n € N* et S l'ensemble des matrices
stochastiques de taille n.

1. Montrer que tous les éléments de S ont une valeur propre commune.
2. Montrer que le produit de deux matrices stochastiques est encore une matrice stochastique.

3. Soit M € S et A une valeur propre complexe de M. Montrer que |A| < 1.

4. Montrer que S est convexe et compact.
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https://www.youtube.com/watch?v=SIMqR8ATYbs&list=PLRjT-F0FNUJEL0wK9WL4RoDcBg8ZumBz6&index=5
https://www.youtube.com/watch?v=l70-XK7R4ho
https://www.youtube.com/watch?v=2FcTC22U9LY
https://www.youtube.com/watch?v=D4UM8fBvdzM&list=PLRjT-F0FNUJEL0wK9WL4RoDcBg8ZumBz6&index=6

Solution sur YouTube: Cliquez ici

14.8 Matrices compagnon et théoréme de Cayley-Hamilton (mp/pc)

Soit Q(X) = X" +an—1 X" '+ +a1 X +ap € K[X]. La matrice compagnon Ag de Q est définie
par:

0 -« - 0 —ap

1 . R
A= 10

: . -0 —ap_o

0O -+ 0 1 —an—

1. Montrer que le polynéme caractéristique de Ag est (—1)"Q.
Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie, f € L(FE) et x; son polynéme caractéristique.
Soit x € E.

2. Démontrer qu'il existe un plus petit entier p > 0 tel que la famille (z, f(z), -, fP(z)) soit
lide.
3. Soit F' = Vect(x, f(x),---, fP~(z)). Démontrer que F est stable par f, et que B :=

(x, f(z), -+, fP~1(x)) en est une base.

4. Soit g := f|F et x4 le polynéome caractéristique de g. Montrer que x4(g)(z) = 0.

5. Déduire que xf(f) =0

Solution sur YouTube: Cliquez ici

14.9 Diagonalisation simultanée (mp/pc)

Soit E un espace vectoriel de dimension finie, et soient (f;);er une famille d’endomorphismes di-
agonalisables et commutant deux & deux. Montrer que les f; admettent une base commune de
diagonalisation.

Solution sur YouTube: Cliquez ici

14.10  Un sous-espace stable de dimension 1 ou 2 (mp/pc)

Soit E un K-espace vectoriel et u € L(E).

1. Soit P € K[X] de degré n > 0 tel que P(u) ne soit pas injectif. Montrer qu’il existe un
sous-espace vectoriel non trivial de E de dimension < n qui est stable par w.

2. Montrer que si K = R et E est de dimension finie, alors il existe un sous-espace vectoriel de
FE de dimension 1 ou 2 stable par u.

Eléments de solution:

1. Sans perte de généralité, on peut supposer que P est unitaire, de la forme

P(z)=2"+ 12" 1+ +ap.
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https://www.youtube.com/watch?v=YZqOPU4c-1o&list=PLRjT-F0FNUJEL0wK9WL4RoDcBg8ZumBz6&index=8
https://www.youtube.com/watch?v=-01X4Lt7zwI
https://www.youtube.com/watch?v=dkquG8lH_sY&list=PLRjT-F0FNUJEL0wK9WL4RoDcBg8ZumBz6&index=7

Soit = € ker P(u) \ {0}, F la famille (z,u(x),--- ,u" " 1(x)) et F = vect(F). On a dim(F) < n car
card(F) < n, et F # {0} car = # 0. D’autre part, comme P(u)(z) = 0, alors

u"(r) = —anp_u" " H(z) — -+ —apx € F,
et on voit facilement que F' est stable par u.

2. Comme K = R, alors x,, est le produit de polynomes réels P; de degré 1 ou 2. Si tous les P;(u) sont
injectifs, alors leur composée x,(u) le serait également. Ceci contredirait le théoreme de Cayley-
Hamilton qui dit que x,(u) = 0. Donc au moins I'un des P;(u) n’est pas injectif, et le résultat
voulu découle de la question précédente.

Solution sur YouTube: Cliquez ici

14.11  Valeurs propres deux a deux distinctes(mp/pc)

Soit ' un K-espace vectoriel de dimension finie et u € L(F) diagonalisable. Montrer que les deux
assertions suivantes sont équivalentes.

1. Il existe x € E tel que (m, u(xz),- - ,u"‘l(a?)) est une base de F.

2. u admet n valeurs propres deux a deux distinctes.

Eléments de solution:

Soit B = (e, ,e,) une base de F formée de vecteurs propres de u associés au valeurs propres
A1, -+, A\, Tespectivement. Soit x € E tel que (x,u(x), e ,u”_l(x)) est une base B’ de E. On écrit x

dans la base (e1, -+ ,ep), = aze1 + - - - + anpe,. On voit que pour tout k € [|0,n — 1],
uf(z) = ar fer + - 4+ apnFe,.

La matrice de passage de B & B’ est alors donnée par

(651 011)\1 cee 041)\?71
y oy QMg - 062/\3_1
PB -
Qn Qphy o apAPTE
Ainsi:
det(P5') = (Hm) et (VO -+, \)) = (Hm). IT =)
i=1 i=1 1<i<j<n
ou V(A1,---,A,) est la matrice de Vandermonde associée aux valeurs A1, ---,\,. Or le déterminant

d’une matrice de passage est non nul, donc

[T i) #0

1<i<j<n

et les valeurs propres \; sont deux a deux distinctes.

Soit (e1,--- ,e,) une base de E formée de vecteurs propres de u, associés aux valeurs propres
deux a deux distinctes A1, --- , \,. Posons

r=e1+- - +ey.

Pour tout k € [|0,n — 1|],
uF(z) = Neey + -+ Me,.
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https://www.youtube.com/watch?v=PhKv5REkXWU

Ainsi

A - A
1 Ay - A1
det(zu(z), @)= %= J[ i-A)#0,
. K : 1<i<j<n
1 Ay oo Anl
et (z,u(x), - ,u" 1(x)) est une base de E.

Solution sur YouTube: Cliquez ici

14.12 Matrices de Clément (Kac): diagonaliser un opérateur de dérivation
(mp/pc)

Soit n € N* et A € M,,11(R) la matrice définie par

0 1 0 0
n 0 2
0 n—1 0 3
An:
0
: . 2 0 n
o --- .-~ 0 1 0

1. Trouver un endomorphisme simple f de R,[z] dont la matrice dans la base canonique est
A71,+1~

2. Monter que sp(A,) = {—n + 2k, k € |[0,n]|}, et en déduire que que A,, est diagonalisable.

Po
. b1 n
3. Montrer que le sous-espace propre associé a n est vect | . avec pp = 5
Pn

Eléments de solution:

1. Pour cet endomorphisme f on a
VEk € [[0,n], f(z*) = k2" 4 (n — k)2t = (1 — 22)(2%) + nx.a®,

On a alors
VP € R[z], f(P) = (1 — 2*)P’ + nzP

2. Soit A une valeur propre de f, et Py un vecteur propre associé. Alors Py est solution de I’équation

différentielle
(1—22)y + (nz — A)y = 0
Cherchons le solutions y d’une telle équation sur | — 1, 1[:
y o A-na
y  1—x2
- A—nx
 (1-2)(1+2)
A=n Atn
_ 2 2
- l-=z + 1+
donc
A— A “Atn n
mlyl = 2"l - 2)+ (1 + 2) + ¢ =1n((1 — )7 (1+x)%) +C
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https://www.youtube.com/watch?v=B8NyB8fi6Qo

3.

et

—A+n Afn

y=Cll-2) " (1L +2)"F"

—A+n A+n
ou C,C’ sont des constantes. Une solution y est polynémiale lorsque + et * sont des

entiers naturels, c.a.d X\ est un entier compris entre —n et n et qui a la méme parité que n donc de
la forme —n + 2k avec k € |[0,n]|.Si n est pair on a alors

sp(4,) ={-n,—n+2,---,-2,0,2,--- ,n—2,n}

et si n est impair,
sp(4,) ={-n,—n+2,--- ,—1,1,--- ;n—2,n}

La matrice A,, est une matrice de M,,+1(R) et elle a n + 1 valeurs propres deux-a-deux distinctes,
donc A,, est diagonalisable.

Un vecteur propre de f pour la valeur propre A = n est donné par

(1+a)" 5" = (142)" = Z (Z)azk

k=0

d’ou le résultat voulu.

Solution sur YouTube: Cliquez ici

14.13 Etude spectrale d’une matrice avec un opérateur de dérivation (mp/pc)

Soit n € N* fixé, et A, € M, 41(C) la matrice définie par

Pour tout k € [|0,n|], soit fr : R — C définie par fip(z) = cos®(z)sin" *(x), et soit V, le
sous-espace de C°(R, C) engendré par les f.

1.
2.

4.
O.

0 -1 0 0
n 0 -2
A, = 0 n—-1 0 =3
0
2 0 —n
0 0 1 0

Montrer que dimV,, = n + 1.

Montrer que la dérivation définit un endomorphisme sur V,,, et donner la matrice de cet
endomorphisme dans la base (fx)r=0,..- n

i(2k7n)x.

Pour tout k& € [|0,n|], soit g, : z+— € Montrer que gx € V,,. Remarquer d’abord que

gr(x) = (cosx + isinz)*(cosz — isinz)"F.

Montrer que A,, est diagonalisable, et calculer ses valeurs propres.

Pour quelles valeurs de n la matrice A,, est-elle inversible?

Eléments de solution:
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https://www.youtube.com/watch?v=ua7F43Q4Z7k

14.14 Opérateur intégral de Cesaro (mp/pc)

Soit E = C°(RT,R) et I' : E — E I'endomorphisme défini par T'(f)(0) = f(0), et

1 [® .
F(f):xl—>;/0 ft)dt siz#0

1. Justifier que I" est bien défini.

2. Déterminer les valeurs propres et vecteurs propres de T'.

Eléments de solution:

1. Le résultat découle du théoreme fondamental de ’analyse.

2. sp(I') = R*, et pour tout A € R*, E\(I") = Vect (x — x¥>

Solution sur YouTube: Cliquez ici

14.15 Le groupe GL,(Z) (mp/pc)

Soit n € N*. On note GL,,(Z) 'ensemble des matrices inversibles de M,,(Z), et dont U'inverse est
dans M, (Z) .

1. Soit M € M, (Z). Montrer que M € GL,(Z) si et seulement si |det(M)| = 1. Montrer que
GL,,(Z) est un sous-groupe de GL,(R).

1
2. Soit M € M,(C) et d € N* tels que M? = I,. On pose A = §(M — I,,). Etudier la
convergence de la suite (A¥)gen.
3. Soit G un sous-groupe fini de GL,,(Z). Pour un élément M € G, on pose M la ‘matrice dont

les coefficients sont ceux de 2]\/.I' modulo 3. Montrer que le morphisme ® : M +— M est injectif.
Déduire que G a au plus 3™ éléments.

Eléments de solution:

1. Si M € GL,(Z), alors det(M).det(M~1') = det(I,,) = 1, donc det(M) est un élément inversible
de Z, donc égal a +1. Réciproquement, si det(M) = +1, alors M est inversible, et la formule de

I'inverse d’une matrice montre que l'inverse est a coefficients entiers.

2. Comme M? = I,,, alors X% — 1 est un polynéme annulateur & racines simples de M, donc M est
diagonalisable dans M,,(C) et ses valeurs propres sont parmi les racines d’ordre d de I'unité, donc
toutes de module < 1. Donc A est diagonalisable et il suit de I'inégalité triangulaire dans C que les

2
valeurs propres de A sont toutes en module < 3" On en déduit alors que la suite (A*),cn converge

vers la matrice nulle.

3. ® est un morphisme entre les groupes G et GL,(Z/3Z). Montrons que ker(®) = {I,}. Soit d
lordre de G et M € G tel que ®(M) = I,,. Montrons que M = [,,. Comme M = I, alors la

1
matrice A := 3

(M —1I,,) est & coefficients entiers. D’apres la question précédente, (A*)ren converge

vers la matrice nulle dans M, (Z), donc elle est nulle & partir d’un certain rang. Soit alors p € N*
tel que AP = 0. Les polynémes X? — 1 et (X — 1)P sont tous les deux des polynémes annulateurs
de M, donc leur PGCD X — 1 est annulateur, et alors M = I,,. On en déduit que ® est injective,

et que la cardinalité de G est inférieure ou égale a celle de M,,(Z/3Z) qui est 3™
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https://www.youtube.com/watch?v=COfENTYGHCg

14.16 Eléments propres d’un opérateur intégral (mp/pc)

Soit E = C([0,1],R). Pour f € E on note T(f) : [0,1] — R P’application définie par

1
T(/)(@) = [ minGe. 050 dt.

1. Montrer que T € L(E).

2. Déterminer les valeurs propres et les vecteurs propres de T'.

Solution sur YouTube: Cliquez ici

14.17 Eléments propres d’un opérateur sur les suites (mp/pc)

Soit B = {u € CZ: u bornée} et T : B — B qui & la suite (u,)nez associe la suite < 5

Déterminer les valeurs propres et les vecteurs propres de T'.

un+1 + Up—1

>7LEZ

Solution sur YouTube: Cliquez ici
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https://www.youtube.com/watch?v=Cj4AKJ3sOIw&list=PLRjT-F0FNUJHBMWOy_srdCMwKC84hvdSE&index=1&t=369s
https://www.youtube.com/watch?v=Cj4AKJ3sOIw&list=PLRjT-F0FNUJHBMWOy_srdCMwKC84hvdSE&index=1&t=2504s

15 Topologie et espaces vectoriels normés

15.1  Graphe fermé (mp/pc)

Soient (F,d) et (E’,d’) deux espaces métriques, et f : E — E’ une application.

1. Montrer que si f est continue, alors le graphe de f est fermé dans E x E’. La réciproque
est-elle vraie?

2. Supposons maintenant que E’ est compact. Montrer que si le graphe de f est fermé dans
E x E’, alors f est continue.

Solution sur YouTube: Cliquez ici

15.2 Compacité de O,(R), Densité de GL,(C) (mp/pc)

Montrer que le groupe orthogonal O,,(R) est compact.

Soit n € N*. Montrer que le groupe linéaire GL,,(C) est un ouvert dense de M,,(C).

Solution sur YouTube: Cliquez ici

15.3 L’ensemble des matrices complexes diagonalisables est dense (mp/pc)

Soit n € N*. Montrer que I'ensemble A, (C) des matrices diagonalisables de M,,(C) est dense dans
M, (C). Que peut on dire de A, (R) ?

Solution sur YouTube: Cliquez ici

15.4 GL,(C) est connexe par arcs, GL,(R) ne ’est pas (mp/pc)

Soit n € N*. Montrer que GL,(R) n’est pas connexe par arcs, alors que GL, (C) 'est.

Solution sur YouTube: Cliquez ici

15.5 Valeurs d’adhérence d’une suite dont le pas tend vers 0 (mp/pc)

Soit (un)nen une suite réelle bornée telle que (w41 —uy, ), converge vers 0. Montrer que ’ensemble
des valeurs d’adhérence de (uy,), est un intervalle de R.

Solution sur YouTube: Cliquez ici

15.6  Fonctions linéaires continues (mp/pc)

Soit E et F' deux espaces vectoriels normés et f € L(E, F'). Montrer I’équivalence entre:
1. f est continue ;

2. Pour toute suite (u,) de E telle que lim,_oou, = 0, la suite (f(u,)) est bornée

Solution sur YouTube: Cliquez ici
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https://www.youtube.com/watch?v=axnsJtQOP7Y
https://www.youtube.com/watch?v=JKYY_yxoj3w&list=PLRjT-F0FNUJF6iPahvQNVjpD_Q2Y-Z319&index=15
https://www.youtube.com/watch?v=9pNb-xYHzks&list=PLRjT-F0FNUJF6iPahvQNVjpD_Q2Y-Z319&index=16
https://www.youtube.com/watch?v=YMk0mHU7NF4&list=PLRjT-F0FNUJF6iPahvQNVjpD_Q2Y-Z319&index=17
https://www.youtube.com/watch?v=_zzd3fxEPac&list=PLRjT-F0FNUJF6iPahvQNVjpD_Q2Y-Z319&index=18
https://www.youtube.com/watch?v=RZo84UZzwT8&t=412s

15.7 Fonction uniformément continue sur R™ (mpsi/pcsi)

Soit f une fonction continue sur RT ayant une limite finie & 'infini. Montrer que f est uniformément
continue sur RT .

Solution sur YouTube: Cliquez ici

15.8 Un fermé borné non compact (mp/pc)

Trouver un exemple de fermé borné non compact dans un espace vectoriel normé.

Solution sur YouTube: Cliquez ici

15.9 Un théoréme de point fixe (mp/pc)

Soit E un espace métrique compact, et f: F — FE vérifiant

Vo #y,d(f(x), f(y)) < d(z,y).

1. Montrer que f admet un unique point fixe. Indication: considérer la fonction g(x) :=

d(f(z),x)

2. Soit ug € K et up41 = f(u,). Montrer que la suite (u, ), converge vers le point fixe de f.

Solution sur YouTube: Cliquez ici

15.10 Adhérence dans un espace de suites (mp/pc)

Soit E I'ensemble des suites réelles convergentes muni de |[.||~, et soit A le sous-ensemble des suites
a support fini. Trouver l'intérieur et I’adhérence de A dans F.

15.11 Sous groupes de (R, +): soit discrets soit denses (mpsi/pcsi)

Soit H # {0} un sous groupe de (R,+), a = inf{H NRT*}.
1. Si a # 0, montrer que H = a.Z

2. Si a = 0 montrer que H est dense dans R.

Solution sur YouTube: Cliquez ici

15.12 Le noyau d’une forme linéaire discontinue est dense (mp/pc)

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie, et ¢ : E — K une forme linéaire sur E.
1. Supposons que ¢ est continue. Montrer que Ker ¢ est fermé dans E.

2. Supposons que ¢ est discontinue. Montrer que Ker ¢ est dense dans FE.

47



https://www.youtube.com/watch?v=RZo84UZzwT8&t=1170s
https://www.youtube.com/watch?v=RZo84UZzwT8&t=1934s
https://www.youtube.com/watch?v=k0_Jwb03va0&list=PLRjT-F0FNUJEL0wK9WL4RoDcBg8ZumBz6&index=21
https://www.youtube.com/watch?v=0CUZ8GdI-tY&list=PLRjT-F0FNUJEL0wK9WL4RoDcBg8ZumBz6&index=22

Solution sur YouTube: Cliquez ici
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https://www.youtube.com/watch?v=FaQKjNnQXuM&list=PLRjT-F0FNUJEL0wK9WL4RoDcBg8ZumBz6&index=23

16 Convexité

16.1 Inégalité de Holder (mp/pc)

1. Soient « et 8 deux réels positifs tels que a4+ 3 = 1, et soient u et v deux réels positifs. Montrer

que
u®v? < au + B
2. Soient a = (a1, - ,a,) et b= (b1, -+ ,b,) deux éléments de (RT)", et p,q €]1, +oo[ tels que
1 1
— 4+ — = 1. Montrer que
p q

Sabs (Set) (L)'

1 1
3. Soit I = [a,b] un segment de R et p,q €]1,+o0] tels que = + = = 1. Soient f,g € C(I,RT).
P q

Montrer que

1

Jeas(fr)" ()

Eléments de solution:

1. Comme la fonction In est croissante, 'inégalité voulue est equivalente & In (u“vﬁ ) < In(au + Bv),

ou aussi
alnu+ flnv < In(au + pv).

Or cette derniere inétalité est vérifiée vu que la fonction In est concave.

P q
a; b
2. Pour tout ¢, posons u; = Z—Zp et v; = Z—’bq. D’apres la question 1, on a pour tout ¢
a; i
aib; bod Wi i 1 a? +1 bl
=yl < —+ — == A
(Ca)r (e T p o a pxay  q) b

En sommant ces inégalités on obtient

b; 1 1
2 <lyloi,

(Sal)> (SH)7 ~ P4
d’ott le résultat voulu.
3. Posons pour tout z € I, u(z) := f;:(% et v(z) == fj;l((;))cm" D’apreés la question 1 on a
pour tout xz € I ! !
(@) o) L ) 1 )
(f; fe(x) dx)% (f; g%(=) dx)% a7 (v < pu<x) qg(ﬂﬂ) p[pfr(@)de g [;9%(x)dx

et en intégrant sur I on a le résultat voulu.
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17 Espaces préhilbertiens réels

17.1 Norme d’un endomorphisme symétrique (mpsi/pcsi)

Soit H un espace préhilbertien réel muni d’un produit scalaire et 7" un endomorphisme continu de
H vérifiant
Vee H, Yye H, <Tx,y>=<uz,Ty>.

Montrer que ||T'|[ = sup| =1 < Tz, > |.

Solution sur YouTube: Cliquez ici

17.2 Minimisation d’une intégrale (mpsi/pcsi)

Pour quelles valeurs de a et b la valeur

1
/ (2 — ax — b)* dx
0

atteint-elle son minimum sur R2?? Calculer ce minimum.

Solution sur YouTube: Cliquez ici
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https://www.youtube.com/watch?v=3NeNL7l8YXE&list=PLRjT-F0FNUJEL0wK9WL4RoDcBg8ZumBz6&index=11
https://www.youtube.com/watch?v=ZmIWwUvtkdI&list=PLRjT-F0FNUJEL0wK9WL4RoDcBg8ZumBz6&index=12

18 Espaces Euclidiens

18.1 Calcul d’une projection orthogonale (mpsi/pcsi)

L’espace vectoriel R* est muni de sa structure euclidienne usuelle. Soit F le sous-espace vectoriel
1 0

1 1
de R* engendré par les vecteur f; = 0 et fo = 1

0 1
1. Calculer la matrice de la projection orthogonale p sur F' dans la base canonique.

2. Donner, dans cette méme base, la matrice de la symétrie orthogonale par rapport a F.

Solution:

1. Les colonnes de la matrice recherchée sont les représentations dans la base canonique des images
des éléments de cette méme base.

e Calcul de p(e1): Clest le vecteur de la forme «f; + B fo vérifiant
<afi+pfo—e, fi>=0 et <afi+pfa—e, fo>=0

c’est a dire

a—1 1 a—1 0
a+f 1] a+ 3 11
3 0 =0 et 3 1 =0.
B 0 B 1
% 3
3 1 z 1
On trouve a = E et B:—g etpler) = | 5 | = R _21
1 .
5

e Calcul de p(eq): C’est le vecteur de la forme af; + 8 fo vérifiant

<0¢f1+6f2—€2,f1>=0 et <Oéf1+ﬁf2—62,f2>:0

c’est a dire

« 1 « 0
a+p—1 1 a+p8-1 1]
3 0 =0 et 3 1 =0.
B 0 B 1
% 2
2 1 S 1
On trouve o = 3 et 8= E et p(es) = % = o ?
5 1

e Calcul de p(es3): C’est le vecteur de la forme af; + B fy vérifiant

<afi+Bfr—es3, f1>=0 et <afi+Bfr—es, f2>=0

c’est a dire

« 1 a 0
a—+p 1l a—+f 1]
81 0 =0 et B-1 1 =0.
B 0 B 1
1
1 2 _15 1 711
On trouveoz:fg etﬁ:g et ples) = g == 9
5 2
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e Calcul de p(eyq): Cest le vecteur de la forme af; + B fo vérifiant

<oafi+pfo—es, fr >=0 et <oafi+Bfr—es, f2>=0

c’est a dire

a 1 «a 0
a—+p 1 a—+f 1|
3 ol = 0 et 3 1= 0.
-1 0 B—1 1
1
Ontrouwve a = ——et f=-ctples) =] 3 | ==
) 5 ; 2
g 2
La matrice de la projection orthogonale sur F' dans la base canonique de R* est alors
3 2 -1 -1
1 2 3 1 1
Mpr) =511 1 2 o
-1 1 2 2
2.
6 4 -2 =2 5 0 0 O 1 4 -2 =2
114 6 2 2 110 5 0 0 114 1 2 2
Mlsp) =2Mpr)=Ii=2| 5 9 4 4 |"5l0 05 0| 5|=2 2 -1 1
-2 2 4 4 0 0 0 5 -2 2 4 -1
18.2 Familles obtusangles (mpsi/pcsi)
Soit (u1,- - ,up) une famille de vecteurs de R™ vérifiant (u;, u;) < 0 pour i # j.

1. Montrer que p — 1 vecteurs parmi eux forment toujours une famille libre de R™.
2. Montrer que ’on ne peut trouver plus de n + 1 vecteurs réunissant ces conditions.

3. Montrer que 1’on peut en trouver n + 1.

Solution sur YouTube: Cliquez ici

18.3 Caractérisation des matrices positives par la trace (mp/pc)

Soit A € M,,(R) une matrice symétrique. Montrer que A est positive, si et seulement si Tr(AB) > 0
pour toute matrice symétrique positive B de M, (R).

Solution sur YouTube: Cliquez ici

52



https://www.youtube.com/watch?v=jHt9BvVHOPM&t=45s
https://www.youtube.com/watch?v=XbPfs0iedJw&t=2435s

18.4 Matrices définies positives (mp/pc)

Soit n € N* et A € S,,(R). On dit que A est positive (resp. définie positive) si
VX € M1 (R)\ {0}/ XAX >0  (resp. > 0).
1. Montrer que A est positive si et seulement si toutes ses valeurs propres sont positives.

2. Montrer que A est définie positive si et seulement si toutes ses valeurs propres sont strictement
positives.

Solution sur YouTube: Cliquez ici

18.5 Racine p“"¢ d’une matrice symétrique et applications (mp/pc)

Soient n € N*, A € S; et B € S,(R).

1. Montrer qu'’il existe une matrice R € S;(R) telle que R? = A. Montrer que si A € S;F*, alors
il en est de méme pour R.

2. Soit p € N*. Comment peut on généraliser le résultat de la question 1, en termes d’existence
d’une racine p¢™¢ de A?

3. Montrer que toutes les valeurs propres de AB sont réelles.

4. Montrer que si A € S;' alors AB est diagonalisable dans M, (R).

5. Donner un exemple d'une matrice A € Sf et B € S3(R) t.q. AB ne soit pas diagonalisable.

Solution sur YouTube: Cliquez ici

18.6 Racine carrée d’un endomorphisme auto-adjoint positif - Existence et
unicité (mp/pc)

Soit E un espace euclidien et u € L(FE) auto-adjoint et positif. Montrer qu’il existe un unique
h € (E) auto-adjoint et positif, et tel que u = h?. Montrer que h est un polynéme en wu.

Solution sur YouTube: Cliquez ici

18.7 Matrices de Hilbert

Pour n € N*| soit H,, la matrice de Hilbert définie par

1
i+J—1/1<ij<n

1. Montrer que H,, est définie positive.

4 n—1

c
2. Montrer que det H,, = -, ol ¢,, := H k!
k=1

Can,

Eléments de solution:
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https://www.youtube.com/watch?v=rXYbNCWKPeU&list=PLRjT-F0FNUJEL0wK9WL4RoDcBg8ZumBz6&index=14
https://www.youtube.com/watch?v=7qIae06uh1M&list=PLRjT-F0FNUJEL0wK9WL4RoDcBg8ZumBz6&index=15
https://www.youtube.com/watch?v=lxH9MFwFNFU

1. Sur R,_1[X], on considére le produit scalaire défini par

1
<PQ > :/ P(t)Q(t) dt.
0
La matrice de ce produit scalaire dans la base (1, X,---, X"~ !) est la matrice H,,. Or la matrice
d’un produit scalaire est définie positive, d’ou le résultat.

2. Une matrice de Hilbert est un cas particulier d’'une matrice de Cauchy, avec a; =7 — 1 et b; = 1.
On sait d’apres 11.5 que le déterminant d’une matrice de Cauchy est donné par

1 1 . 1
i o e ] (e a)(b —b)
azFbi  axtby T aatb, | 1<i<j<n

: : . : I[I (a:i+b;)

1 1 1 1<ij<n
antbi  antbz T antby,

En remplacant les a; et b; par leurs valeurs on obtient le résultat voulu.

Solution sur YouTube: Cliquez ici

18.8 Décomposition QR et inégalité de Hadamard (mp/pc)

1. Soit A € GL,(R). Montrer qu’il existe un unique couple (@, R) avec @ orthogonale de taille
n, et R € M, (R) triangulaire supérieure a coefficients diagonaux strictements positifs, telles
que A =QR

2. Soit A € M, (R), et Cy,---,C,, les colonnes de A. Montrer que

|det(A)[ <[|C]. -~ [|Cnll,

ou ||.|| désigne la norme Euclidienne.

Eléments de solution:

1. Une premiere méthode utilise la décomposition de Cholesky et le fait que si @) et R conviennent,
alors on a nécessairement ‘R.R = *A.A. On donne ici une deuxiéme méthode.

Comme A est inversible, ses colonnes forment une base C de R™. On applique le procédé d’orthonormalisation
de Gram-Schmidt & C, et on obtient une base orthonormale D = (Dy,---,D,) de R™. Soit B la

base canonique de R™, et notons par ng la matrice de passage d’une base B; a une base By. Par

la formule de changement de base on a:

Pg = Pg.P5
On a:
o A="P§

. 77[? est orthogonale car c’est une matrice de passage entre deux bases orthonormales
. 73% est triangulaire supérieure a coefficients diagonaux strictement positifs car donnée par
Gram-Schmidt.

On pose Q = Pg et R= PZC), et on a le résultat.

2. Si det(A) = 0, linégalité devient triviale. Supposons que det(A) # 0. Soient rq,---,7, les
coefficients diagonaux de R. On a successivement par 1'inégalité de Cauchy-Schwarz et le fait que
Q est orthogonale
ri = (Ci, Di) <||Gi||||Ds]| = [|C5]]
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https://www.youtube.com/watch?v=2xMX9TBf6_E

|det(A)| = |det(Q)|.|det(R)| = |det(R)| = [T rs < [T IICill

C’est le résultat voulu.

Solution sur YouTube: Cliquez ici

18.9 Décomposition polaire (mp/pc)

1. Soit A € GL,(R). Montrer qu'il existe un unique couple (O, S) tel que A = OS avec O
orthogonale et S symétrique définie positive.

2. Soit A € M,,(R). Montrer qu'il existe un couple (O, S) tel que A = OS avec O orthogonale
et S symétrique positive.

Eléments de solution:
1. Un argument d’analyse-synthése montre que si cette factorisation est possible, alors on doit avoir
I’égalité
S?="AA

La matrice 'A.A est symétrique définie positive, donc le théoréme spectral s’applique et fournit
la matrice S. On vérifie que pour la matrice S ainsi obtenue, si on pose O = A.S7!, alors O est
orthogonale. La partie “analyse” de ’argument montre I'unicité de cette décomposition.

2. On utilise un argument de densité.

Solution sur YouTube: Cliquez ici

18.10 Décomposition de Cholesky (mp/pc)

On désigne par S;F 'ensemble des matrices réelles symétriques positives, et par S+ ’ensemble des
matrices réelles symétriques définies positives.

1. Soit S € S;. Montrer qu'il existe A € M,,(R) tel que S ='A.A

2. Soit S € §*. Montrer qu’il existe une unique matrice A triangulaire supérieure et a coeffi-
cients diagonaux strictement positifs, telle que S = tA.A

Eléments de solution: Le 1 peut étre obtenu par I’application du théoréme spectral. La décomposition
de Cholesky est donnée par le 2, qu’on obtient comme suit. La matrice S définit un produit scalaire ¢
sur R™. On applique le procédé d’orthonormalisation de Gram-Schmidt & ¢ et la base canonique B de
R™. On obtient ainsi une nouvelle base B’ de R", orthonormale pour le produit scalaire . Soit A la
matrice de passage de B’ & B. Les matrices de ¢ dans les base B’ et B sont données respectivement par

I, et S. On a alors la relation
S=tAT,A="tA4.A

A est triangulaire et a coefficients diagonaux strictement positifs car obtenue par application du procédé
de Gram-Schmidt

Pour 'unicité, soit B une autre matrice avec ces propriétés. On constate que A.B~1 = !(B.A7!) est
une matrice orthogonale, a coefficients diagonaux positifs, et qui est diagonale car a la fois triangulaire

supérieure et inférieure. D’ott A.B~! = I,,, et I'unicité en suit.

Solution sur YouTube: Cliquez ici
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https://www.youtube.com/watch?v=N-KrIfHzYm0&list=PLRjT-F0FNUJEL0wK9WL4RoDcBg8ZumBz6&index=17
https://www.youtube.com/watch?v=QoRIBuJMJtk&list=PLRjT-F0FNUJEL0wK9WL4RoDcBg8ZumBz6&index=18
https://www.youtube.com/watch?v=0tc_42FQRsM&list=PLRjT-F0FNUJEL0wK9WL4RoDcBg8ZumBz6&index=19

18.11 Inégalité de Hadamard (mp/pc)

Soit A = (ai5)i; € My (R) une matrice symétrique positive. Démontrer que

n
det A S H Q4
i=1

Eléments de solution: Si det(A) = 0 alors le résultat découle directement du fait que les a;; sont
positifs. Sinon A est inversible, et on applique la décomposition de Cholesky. Soit P une matrice

triangluaire supérieure a coefficients diagonaux strictement positifs Ay, -- -, A, telle que
A="'PP
Soient Cy, -+ ,Cy, les colonnes de P. On a alors pour tout i, a; = ||C;||> > A2, d’on

ﬁan‘ > f[ 2 = (det(P))? = det(A).

Solution sur YouTube: Cliquez ici

18.12 Toute matrice symétrique positive est une matrice de Gram (mp/pc)

On rappelle que la matrice de Gram associée aux vecteurs vy, - -+ , v, d'un espace euclidien E est
la matrice G(v1, -+ , vy ) de My, (R) de terme général < v;|v; >. Soit n € N* et S € S (R).
1. Montrer qu’il exsite n vecteurs vy, -- ,v, de R™ tels que

S=G(vy, -+ ,v,)

2. Supposer que le rang de S est p. Montrer qu’il exsite n vecteurs vy,--- ,v, de RP tels que

S:G(Ulv"' 7Un)

Eléments de solution:

1. Soient A1, -+, A, les valeus propres de S, et P € O,(R) tel que
S = "Pdiag(\1,- -, \).P

Posons A = diag(v/ A1, - ,vV/An).P et vy, -+, v, les colonnes de A vues comme des éléments de
R™. On a clairement *A.A = S, et parsuite S = G(vy, - ,v,).
2. Il suffit de trouver B € M, ,(R) tel que ‘B.B = S. La liste des valeurs propres de S est

(A,-+,Ap,0,--,0), et la matrice A définie dans 1 est de la forme g ou B € M, ,(R) et

0 est la matrice nulle de M,,_,, ,,(R). On vérifie que ‘B.B =" AA = 5.

Solution sur YouTube: Cliquez ici
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https://www.youtube.com/watch?v=fkjtZhQQP1k&list=PLRjT-F0FNUJEL0wK9WL4RoDcBg8ZumBz6&index=20
https://www.youtube.com/watch?v=tcs343KSchs

19 Calcul différentiel

19.1 Différentielle d’un déterminant (mp/pc)

1. Prouver que l'application ¢ : GL,(R) — M,,(R) qui & X associe (det X)X ! admet un et
un seul prolongement continu @ & M, (R).

2. Soient A, B dans M,,(R). Prouver que

(jt(det(A + tB)))O — Tr((A)B).
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20 Probabilités

20.1 Urne de Pélya (mpsi/pcsi)

Soit pour tout n € N*, R,, ’événement: la n**™® boule tirée est rouge.

1. Calculer P(R;) et P(Ry).

2. Calculer P(R,,) pour tout n.

Soient a,b,c € N*. Une urne contient a boules rouge et b boules noires. On tire une boule au
hasard, on constate sa couleur, et on la remet dans I'urne avec ¢ nouvelles boules de sa couleur.

Eléments de solution:

P(Rl) = P(Rz) =

a
a+b

a
2. On montre par récurrence que pour tout n € N*, P(R,,) = P Supposons le résultat montré
a

jusqu’a lordre n, montrons le pour n+ 1. On remarque d’abord qu’a l'issue du n®"° tirage, 'urne
contient exactement a + b+ nc boules, dont au moins a sont rouges et au moins b sont noires. Pour
tout k € |[0,n]], soit Ag I’événement: & l'issue du n®™* tirage, on a déja ajouté k.c nouvelles boules
rouges et (n — k)c nouvelles boules noires. D’apres la formule des probabilités totales,

P(Ros1) = 3 P(A).P(Ros1] Ar)

On a clairement P(R,41|A) =

n a k b n—k
PAg) = (k) <a+b> <a+b> ’
On a alors

" /n a+ ke
P(R, =
(Fn1) kzz;) <k:) <a+b> (a b) a+b+nc
a n k n—k c n
B a+b+nc <)<a+b> <a+b> +a+b+ncz

k=0

a

a+b+nc
a

a+b+nc

c na
a+b+nca+b

+
= 1+
a—|—b—|—nc( a—|—b>
a+b+ne
a+b

a+b—|—nc

a—i—b

Solution sur YouTube: Cliquez ici
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—— et d’apres ’hypothese de récurrence,
a c

a
E( Bt
a+b a—l—b> Jra—i—b—l—nc ( m((n’a—i—b

a
a+b

) (

b
a+b

n—k
) k


https://www.youtube.com/watch?v=lqec2my4gtg

20.2 Allumettes de Banach (mpsi/pcsi)

On a deux boites d’allumettes G et D chacune contenant n allumettes. On choisit aléatoirement
une boite et on en retire une allumette, et on recommence jusqu’a ce que I'une des deux boites soit
vide.

1. Déterminer la loi de la variable aléatoire R du nombre d’allumettes restant dans 'autre boite.

2. Dans cette question, on considere qu’on s’arréte lorsque pour la premiere fois on choisit une
boite et on constate qu’elle est vide. Déterminer la loi de la variable aléatoire R’ du nombre
d’allumettes restant dans l'autre boite.

3. Calculer l'espérance de R, et déduire que E(R) ~1o0 24/ 2
™

Eléments de solution:

1. Les valeurs possibles de R sont 1,--- ,n, et il faut calculer P(R = k) pour chacune de ces valeurs.
Soit Gy, I’éveénement “la boite GG se vide en premier, alors qu’il reste k allumettes dans D”, et Dy
I’évenement “la boite D se vide en premier, alors qu’il reste k allumettes dans G”. L’événement
“R = k7 est la réunion disjointe de G}, et Dy qui par symétrie du probleme ont la méme probabilité,

et on a alors

P(R = k) = P(Gk) + ]P(Dk) = QP(Gk).

Calculons alors P(Gy). L'évenement Gy, a lieu lorsque les 2n — k premiers tirages sont tels que: n

parmi ces 2n — k se font dans la boite G, et le dernier tirage se fait dans G. On a

1/2n—k—1\ /1\"* """ 1/m—k-1 1
P“’“:z( ne 1 ><2> (1_2> :2< ne 1 )zwl

2n —k—1 1
22n—k—1"

et
P(R =k) = 2P(Gy) = (

n—1

2. Les valeurs possibles de R’ sont 0, - - ,n, et il faut calculer P(R’ = k) pour chacune de ces valeurs.
Soit G, 'évenement “on constate en premier que la boite G est vide, et il reste alors k allumettes
dans D”, et Dj Pévenement “on constate en premier que la boite D est vide, et il reste alors k
allumettes dans G”. L’évenement “R’ = k” est la réunion disjointe de G), et Dj, qui par symétrie

du probleme ont la méme probabilité, et on a alors

P(R' = k) = P(G},) + P(D}) = 2P(G}).

Calculons alors P(GY,). L'évenement G, a lieu lorsque les 2n — k + 1 premiers tirages sont tels que:

n + 1 parmi ces 2n — k + 1 se font dans la boite G, et le dernier tirage se fait dans G. On a
1/2n—k\ (1\" N 1/ m—-k\ 1
]P ; - = - 177 = — _—
@w=3(" )6 (-3) 0 )z

P(R' = k) = 2P(G},) = (Qn . k) 22%

n

et

3. Notons d’abord que

et que
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I
[M]=

2n —k —1 1
n—1 22nk1k

k=1
"~ (2n—k— 1
- S (") e e @o-w)
k=1
n n
2n—k -1 1 2n—k—1\ 2n—k
- Z”Z( n—1 )22nk1_2< n—1 >22nk:1
=1 k=1
“~(2n—k—1\ 2n—k
- Qn_Z( n—1 )22nk1 ()

B " (2n —k)! n
B 2"_Z( — k)ln! 22n—k-1

k=1
2n—k) 1
= oy T
" ”]; (n — k)lnl 227—F

oo Z”: @n—k)! 1 _(2n)!1>

(n—k)Inl 22n=k  plnl 227

B (AR R

On rappelle la formule de Stirling;:

nl ~ioo e "V 2mn

On a alors
2n\ 2n
B (2n)' 2n
- (n')2 22n
22np2ne=2n, /9m\/on 2n
oo n2ne=2n2mn, 22n
n
Y
T

Solution sur YouTube: Cliquez ici
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https://www.youtube.com/watch?v=OSCqnreeNlQ

20.3 Deux urnes et n boules: étude d’une chaine de Markov (mpsi/pcsi)

Etant donné un entier n € N*, on dispose de deux urnes Uy et Us contenant a elles deux n boules
numérotées de 1 a n. On note Ny la variable aléatoire égale au nombre de boules initialement
contenues dans 'urne U;. A chaque instant entier & € N*, on choisit un des n numéros de fagon
équiprobable puis on change d’urne la boule portant ce numéro. Les choix successifs sont supposés
indépendants.

Pour k£ € N, on note Ny, la variable aléatoire égale au nombre de boules dans 'urne U; apres I’échange
effectué a l'instant k. Pour [ € [[0,n]], on note Ej; Pévénement “Ny = 1" et py; = P(Ex ).

Pk,0
Pk,1 1 . . . .
On note enfin 7, = . € R™""! le vecteur qui code la loi de Ny, et A,, la matrice de Clément
Pk.n
de taille n + 1,
0 1 0 0
n 0 2
A, = 0 n—1 O 3
2 0 n
0 0 1 0

1. Que peut-on dire de la famille (Ey 0, Ex 1, -, Ern) ?
1
2. Montrer que pour tout k € N, Zy11 = — A, Zy, puis que
n
1
7y, = JAi@zo

3. On suppose qu’a l'instant initial, on a disposé de fagon équiprobable et indépendamment les
unes des autres les n boules dans 'une des urnes U; ou Us. Déterminer la loi de Ny, et
montrer que pour tout £ € N, N a la méme loi que Nj.

Eléments de solution:
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